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RÉSUMÉS ANALYTIQUES 



(Jl? I? eitl U deuteu i->i^ 


T J expérience de l’enseignement m’a prouvé qu’on peut simplifier encore 
sur plusieurs points l’étude de l’analyse. D’autre part des recherches appro- 
fondies sur différentes branches des sciences mathématiques m’ont conduit 
à des résultats nouveaux et à de nouvelles méthodes qui fournissent la so- 
lation d’un grand nombre de questions diverses. Déjà quelques unes de 
ces méthodes se trouvent indiquées dans des notes que renferme le bulletin 
des sciences , et présentées avec plus d’étendue dans les deux mémoires 
litographiés en i83i et i833. En attendant que je puisse donner à ces 
matières de plus amples développements par la publication de traités 
spéciaux ou la reprise des Exercices de mathématiques; j’ai pensé cpi’une 
série d’articles destinés à offrir le résumé des théories les plus importantes 
de l’analyse , soit anciennes soit nouvelles , particulièrement des théories 
qu’embrasse fanalyse algébrique , et des méthodes qui en rendent l’expo- 
sition plus facile, pourrait intéresser les géomètres et ceux qui s'adonnent à 
la culture des sciences. Tel est le but que je. me propose dans le présent 
ouvrage qui paraîtra par cahiers à des époques plus ou moins rapprochées 
les unes des autres, .suivant le plus ou moins de temps que les circonstances 
me permettront d’y consacrer. 
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RÉSUMÉS ANALYTIQUES 


S I.*' iSitr fci nombres Jigurés. 

Djiignons par {m)„ le nombre des produits qu’on peut former avec m lettres a, b, c 
combinées n b n. Parmi ces produits, le nombre de ceux qui rcnTcrmcrout la lettre a 
sera évidemment 

(m — I ),_ , , 

et le nombre de ceux qui renfermeront seulement les »i — i autres lettres b, c, etc. ... 
sera 

(ni — I . 

On aura donc 

(0 (»i),=(m — — i),.,. 

De plus, si l'on forme i.° les produits qui renfennent la lettre a, et dont le nombre 
est (ni — i), -li a." les produits qui reuferraent la lettre b, et dont le nombre est en- 
core (ni — I , etc. ... on obtiendra en tout 


ni(m — 1 )„-, 


produits. Mais en opérant de cette manière on obtiendra n fois chaque produit. Car , si 
n = 3 par exemple , le produit abc sera compris et jsanni ceux qui renferment la lettre a, 
et parmi ceux qui renferment la lettre b , et parmi ceux qui renferment la lettre c. Donc 

(a) (ni)„ = .^(ni — i),-,. 

Obsersons enfin qu'on aura évidemment 

(3) (ni), = ni, 

et qu’il chaque produit formé avec. n lettres prises dans la suite a, b, c ... , correspond 
un seul produit formé avec les ni — n lettres restantes ; d'où il suit qu’on trouvera gé- 
néralement 

(4) (m), = (ni)„.,. 
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( 6 ) 

Si au nombre m , qui doit toujours £tre égal ou supérieur & r , on attribue successi-* 
rement les valeurs 


n , n •+■ I , R a, ... 

l’expression (ri)k engendrera la suite des nombres 

(«),= !, (n-+-i)„ = (n-*-i), = n-*-i, (R-*-a),, (r-s- 3)., etc. 

qu’on appelle les nombres Jiguris de l’ordre n . Ceux du premier ordre seront, en vertu 
de 1 a formide ( 3 ) , les nombres naturels 


•» 3 , 4 ) ■•••• > 

et généralement ceux du premier, du second, du troisième ordre , etc. composeront la 

seconde , la troisième , la quatrième lignes horizontales du triangle arithmétique de 

Pascal , savoir , 

», », ' , », », », », » « , 

», W.. ( 3 )., ( 4 )., ( 5 )„ (6)„ (7)., (8), 

», ( 3 ),, (4)», (5)«, (6),, (7),, (8)1, 

», (4)», (5)s, (6)3, (7)3, (8)3, 

», (5)s, (6)«, (7),, (8)* 

», {6)5, ( 7 )s, (8)5, 

» , (?)«, (8)4, 

», ( 8 ), 


, ' , ' , », 

1 , 

I , 

I , 

I 


» 

* ï ^ > 3 , 

4, 

5 , 

8, 

7 


8, 

I , 3 , 

8 , 

10 f 

i5 , 

11 


î8 , 

* 9 

4, 

10 , 

ao , 

35 


56 , 


I , 

5 , 

i5 , 

35 


7" , 



1 f 

6 , 



56 , 




■ , 

7 


>8 , 





1 


8 


' , 

Dans ce tableau , les termes de la prémière suite sont tous égaux & l’unité. De pins , 
le premier terme de chaque nouvelle suite , équivalent lui même li l’uuité , est avancé 
d’un rang vers la droite par rapport au premier terme de la suite précédente; et chaque 
nouveau terme d’une suite quelconque est, en vertu de la fonuulc (1) , la somme qu’on 
obtient lorsqu’on ajoute au terme précédent de la même suite le nombre qui se trouve 
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( 7 ) 

immédiatement au-dessus. U en résulte que le n"* terme de la suite des nombres G^és 
de l’ordre m -t- i est la somme des n premiers nombres figiués de l'ordre m . On a donc 

(5) I -I- ( m •+■ 1 )* -t- ( ns -t- a )» -♦- ... ■♦- ( m n — i )„ = ( m n . 

Au reste la formule (5) peut-être déduite immédiatement de la formule (i). 

De la formule (a) on tire successÎTement 

= — I . («— ' )«-i=^^ 7 ('’» — a)»-s, etc. 


et par suite 

( 6 ) 

ou 

(7) 


_m m — 1 m — a m — (n— i) 
'n— l’n — a n — (n— i) ’ 


("»)« = 


m (m — I ) ... (m — n -t- i ) 


Cela posé , la formule (5) donnera 

^ {m -t- t) {n -t- i) 
(8) I -t- (m i) — ■ 


n(n-t-i)...(m-m— i) _ n(n -«-i )...(n 

I . a m ~ 1 . a (rn -t- i ) 


Ainsi , en particulier 
(9) 


, n(n -s- I ) 

.♦.a^-3-*- n =— 

a 


(lo) 




n( n .f. I ) _ n (n t ) ( n -h 2) 
a a . 3 


(il) I 4 to •♦• .. -s- 


n(n.«-i)(rt-«-a) n(n-*-i)( « ->• a ) ( n 3 ) 


a. 3 


a. 3 . 4 


etc. 

En yertu de l’équation ( 9 ], les sommes des n premiers termes des progressions aritbinétiqucs 

O, « . a » 3, (n— I ) , 

a , a b , a ib a-*-(n— i)*, 
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( 8 ) 


leront respectiTeineDt 

(la) O I -b a ( n — I ) = 

et 



(i 3 ) na [i a -f- ..•+•(«— ■)] & = na-i- b zz n^a ^ b^ . 


Le second membre de la formule (la) ou (i 3 ) est le produit de n par la demi>somn>e 
du premier et du dernier terme de la progression que l’on considère. 

Si l’on indique la somme des n premiers termes d’une suite par la lettre S placée devant 
le n‘ terme, les équations (9), (10), (11) pourront s’écrire comme il suit: 


S(n) = 


n ( n -»■ I ) 


(i4) 


_/n(n-»-i)\ n(n.f-i)(n-4-a) 

H — i — ;= — TH — * 

V a-3 ) mri ' 


etc. 

et l’on en conclura 


(i5) 


S(n)=.2ll±0, 

2 

S[n(« .s- ,)(n-Ka)]="-i-l-t..'.H«^-^^)("^ 3 ) 
etc. 


Si des boulets de même diamètre sont distribués, dans plusieurs couches superposées, 
de manière à figurer une pyramide triangulaire , et dans chaque couche , sur plusieurs 
files parallèles , de manière à figurer un tiiangle équilatéral, le nombre des boulets com- 
pris dans une couche triangulaire, ou dans la pyramide, se trouvera déterminé par la 
formule (9) ou (10), et sera ce qu’on nomme un nombre triangulaire ou un nombre 
py ramidal. Donc les nombres triangulaires et pyramidaux se confondent avec les nombres 
figurés du second et du troisième ordre. 
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§. a. Développement 'du produit de plusieurs binômes, ou d'une puissance entière et 
positive de F un d’entre eux; théorème de Fermât sur les nombres premiers. 


Coiuidéron* m bioomei différents, de la forme 

X -s- a, X -t- b , X -t- e , 

En les multipliant l'uo par l'autre, on aura 

(i) (x -s-a)(x -t- i)(ar-t-c).. = x" -»-{a -4- 6 -*-c •+• ..) a""*' {ab-t-ac 


De plus , en posant 
on trouTera 


a ese b c , 
a -»■ i -4- c ... = ma = (m),a, 
ab ac ... -t-bc = (m), a* , 


■^bc ..)x«-> 
abc_ 


etc. 

abc — a". 

Donc par suite 

(a) ■ ( X .4- fl )•• = x“ -4- (m), ax"*' (m), a* x"** .4- -4- x". 

Dans le second membre de l’équation (a), les coefficients des diverses puissances de x 
et de a, savoir , 

I , (m),, (m)., ... (ra)., (m), , i 

sont précisément les nombres qui composent la (m -4- i)"' colonne verticale du triangle 
arithmétique de Pascal, et le coefficient de 

rt"*“*x* ou de û"x****' 
est 

(4) (m), = (m)„_, , 

ou, en vertu de la formule (7) du § i." , 

m ( m — I ) ... ( 0» — n . 4 - I ) _ m ( m — I ) ... ( n - 4 - I ) 

I . a ... n i.a... (m— >n) 
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Oa peut s’assurer que les fractions contenues dans les deux membres de la fonnule (5) 
sont égales en les réduisant au même dénominateur. 

Si l’on pose successivement 

nt = 3, m = 3, m = 4> m=:5 , etc 

on trouvera, en prenant pour coefficients les divers termes des colonnes verticales du triangle 
arithmétique , 

(i = 3<Ji* 3a*jr -t- , 

( X a )* = ar» 6a*x* -t- a* , 

( X -f- a )* = X* 5 axs ioa‘x’ loa’x* 5a^x , 

' etc. 

Lorsque , dans la formule (a) , on pose a — i , elle donne 

( 6 ) ( X I )"• = x" -t- (m), X**" H- ( a» )» x"“» I . 

Si l'on Lût de plus x = i , on trouvera 

( 7 ) a" = I -I- ( n> ), .♦• ( m (m ), -s. (m), I . 

Donc les divers coefficients, dont le nombre est m .*■ 1 , fournissent une somme égale 
U a**. Lorsque m est un nombre premier, tous les termes de la suite contenue dans le 
second membre de la formule ( 7 ) sont, li l’exception du premier et du dernier, des mul- 
tiples de m. Donc alors a", divisé par m, donne a pour reste. Dans le même cas, n étant 
un nombre entier quelconque , 

{n I )"• 

divisé par m , donne, en vertu de la formule ( 6 ), le même reste que n"* -t- t , et par suite 


donne le même reste que 


( rt I )" — ( n -t- t ) 

n" — n. 


Donc a*" — a étant divisible par m , on pourra en dire autant de d"* — 3 , puis de 
4’* 4> Gtc. ... et généralement de 

n" — — i) 

\ 
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Donc, si n n’csl pas divisible par le nombre premier m, n”~' divisé par ni donnera l'uuité 
pour reste-, ce qui constitue le tbéorûme de Fermât sur les nombres premiers. 

Lorsque dans l'équation (i) on remplace a, b, c, ... par — a, —b, — c , ... on en tire 

( 7 ) ( X — a) (x — b ) (t — c ) ... = X" -i- -t- ■*■ ... -i- A„ , 

les valeurs de At, ... A^ étant 

| i<, = — (a-i-6-i-c-*-... ) 

At=zab ac -4- ... bc 

etc. 

A„ = { — I i”* abc ... = ± abc ..... 


§ 3. Des variables el des fonctions en général,- et en particulier des fonctions entières 
d’une seule variable. Relations qui existent entre Us coefficients des puissances 
entières el positives d'un binôme. 

On nomme quantité variable celle que l’on considère comme devant recevoir succes- 
sivement plusieurs valeurs différentes les unes des autres. On appelle au contraire quan- 
tité constante toute quantité qui reçoit une valeur fixe et déterminée. Lorsque les valeurs 
successivement attribuées 2i une même variable s’approclicnt uidéfîniment d’une valeur 
fixe ) de manière il finir par en différer aussi peu que l’on voudra , cette dernière est 
appcilée la limite de toutes les autres. Ainsi par exemple, la surface du cercle est I.-1 limite 
vers laquelle convergent les surfaces des polygones réguliers inscrits, tandisque le nombre 
de leur cotés croit de plus en plus , etc. ... 

Lorsque les valeurs numériques successives d’une même variable décro'issent indéfiniment 
de manière à s’abaisser au-dessous de tout nombre donné, cette variable devient ce qu’on 
nomme un infiniment petit , ou une quantité itfnimenl petite. Une variable de cette espèce 
a zéro pour limite. 

Lorsque les valeurs numériques successives d’une même variable croissent de plus en 
plus , de manière à s’élever au-dessus de tout nombre donné , on dit que celte variable 
n pour limite Vinfini positif, indiqué par le signe 00 , s’il s’agit d’une variable positive , 
et l'infini négatif indiqué par la notation — 00 , s’il s’agit d’une variable négative. 

Lorsque des quantités variables sont tellement liées entre elles que , la valeur de l’une 
d'elles étant donnée , on puisse en conclure les valeurs de toutes les autres , on conçoit 
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d'ordinaire ces difenes quantités exprimées au moyen de l’une d'entre elles qui prend 
alors le nom de variabk indépendant , et les autres quantités , exprimées au moyen de 
la variable indépendante , sont ce qu’on appelle des fonctions de cette variable. 

Lorsque des quantités variables sont tellement liées entre elles que , les valeurs de 
quelques-unes d'entre elles étant données , on puisse en conclure les valeurs de toutes 
les autres, on coisçoit ces diverses quantités exprimées au moyen de plusieurs d'entre 
elles qui prennent alors le nom de variables indépendantes , et les quantités restantes , 
exprimées au moyen des variables indépendantes , sont ce qu’on appelle des fonctions 
de CCS mêmes variables. 

Les diverses cxjrressions que fournissent l'algébrc, et la trigonométrie, lorsqu’elles ren- 
ferment des variables considérées comme indépendantes , sont autant de fonctions de ces 
mêmes variables. Ainsi, par exemple 

aar , x-" , , L{x) 

sont des fonctions de la vahablc x ; s 

X -t-y, xï, xyz , 

sont des fonctions des variables x , y ou x , y et s , 

Lorsque des fonctions d’une ou de plusieurs variables se trouvent, comme dans 1rs 
exemples précédents , immédiatement exprimées au moyen de ces mêmes variables, elles 
sont nommées fonctions explicites. Mais lorsqu’on donne seulement les relations entre les 
fonctions et les variables, c'est-à-dire les équations auxquelles ces quantités doivent satis- 
faire , tant que ces éijuatious ne sont pas résolues algébriquement, les fonctions, n’étant pas 
exprimées immédiatement au moyen des variables, sont appellécs fonctions implicites. Pour 
les rendre explicites, il suffit de résoudre, lorsque cela se peut, les équations qui les 
déterminent. Par exemple , y étant une fonction implicite de x déterminée par l’équation 

My ) =x, 

si l'on nomme A la base du système de logaritlimcs que l’on considère, la même fonction 
devenue explicite par la résolution de l’équation domiée sera 

y = Ar . 

r 

Soit maintenant y une fonction de x, qui, pour chaque valeur de x intermédiaire 
entre deux limites données, admette constamment une valeur unique et finie. La fonctiony 
sera continue par rapport d x entre les limites données, si entre ces limites un accrois- 
sement infiniment petit de la variable x produit toujours un accroissement infiniment jsetit 
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de ~la fonction, elk-méme. On dit encore que la fonction est, dans le ▼oUinage d’une 
valeur (larticulièie attribuée ix la variable x, fonction continue de cette variable , toutes 
les foU qu’elle est continue entre deux Liuitcs de x, même très-rapproebées , qui ren- 
ferment la valeur dont il s'agit. 

Enfin , lorsqu'une fonction cesse d’être continue dans le voisinage d'une valeur paiti- 
culière de la variable x , ou dit qu’elle devient alors tliscoitliime, et qu’il y a, pour cette 
valeur particulière , solution de contimülé. 

D'après ces définitions, A étant un nombre et a une quantité constante , chacune des 
fonctions 

a -t- X , a—x , ax , x*, A‘ , L(x) 

sera continue dans le voisin.igc d’une valeur finie attribuée ii la variable x, si cette valeur 
SC trouve comprise , pour les fonctions 

a X, a~x, aXf A‘, 

entre les limites x = — * , x = * ; pour la fonction 

a 

X 

entre les liinitcs x = — w,x=o, ou bien entre les limites x s o , x = m -, enfin 
pour les fonctions 

, L (x) 

entre les limites x = o , x = oc . La fonction devient discontinue pour x = o . 

H semble qu’on devrait nommer fonctions algébriques toutes celles que fourni-ssent les 
opérations de ralgcbrc. Mais on a l'cscrvc pailiculicTcmcnt ce nom à celles que l’on 
forme en n’employant que les premiers operations algébriques y savoir , l’addition et la 
soustraction, la multiplication et la division, enfin 1 élévation h des puissances fixes', et, 
dès qu'une fonction icnfennc des exposants variables ou des logarithmes, clic prend le 
nom de fonction oxponentiellc ou logarithmique. 

Les fonctions que l’on noinnic algébiiqucs se divisent en fonctions rationnelles et fon* 
étions irrationnelles» Les fonctions rationnelles sont celles dans lesquelles * la variable ne 
se trouve élevée qo’à dos puissances entières. On appelle en particulier fonction entière 
tout polynôme qui ne renferme que des puissances entières de la vaiiable et fonction 
fractionnaire ou fraeiion rationnelle le quotient de deux semblables polynômes. Le degré 
* d’une fonction entière est l'exposant de la plus haute puissance de x dans celte même 
fonction. La fonction entière du premier degré s’appelle aussi fonction linéaire y pareeque 
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H.mt l’application ù la géomvtiic on a'cn sert pour représenter l'ordonnée d'une ligne droite. 
Toute fonction entière ou fractionnaire est par cela même rationnelle, et toute autre 
espèce de fonctions algébriques est irrationnelle. 

Les définitions précédentes étant admises , considérons une fonction entière de x du 
degré m, c’est-ii-dire un polynôme de la forme 

( i) -(-//. x"" - ■ -t- X A„. 

Si, dans ce polynôme, on pose x=a-t-z,il se changera en une fonction entière dez, 
de sorte qu’on aura , quel que soit z , 


/foX"* /f, x"" ■ ' -t- X" -I- A„ . , X -t- A„ 

= C„ z~ C, z« - ' 4- C. Z”*-* -t- „... -t- C„.. Z -f- C„ , 

et par conséquent, quel que soit x, 

C X" /f 1 X" ■ ‘ X" * • -4- Am - r X A„ 

(>) ] 

l = Co (x — -t- C, (x — a)"-' C,(x — a)" C«., (x — a) C„; 

le coefficient Ce étant précisément égal à A„ . Donc , tout polynôme ordonné , suivant 
les puissances descendantes et entières de x peut être transformé en un autre polynôme 
ordonné suivant les puissances descendantes et entières de x — <z . 

Lorsque le polynôme ( ■ ) est algébriquement divisible par un facteur du premier degré 
et de la forme x— a , c’est-à-dire lorsqu’on a 

P = AeX” -*-//, X"-' ... -I- A„., x-*-A„ = (x — a)Q, 

Q désignant une nouvelle fonction entière du degré m~i , U est clair que ce polynôme 
s’évanouit pour x = n } en d'autres tenues x = <t est une racine de l'équation 

(3) A„ X" -t- A, x^-' Am-i X -*■ A„ = O . 

Réciproquement, lors<[uc a est une racine de l’équation (3) , Cm se réduit nécessaiiement 
à zéro dans le second membre de la formule (a) , et cette formule donne 

A„x” -4- /f , X" “ ’ A„., X -*■ Am 

= (x — a) [C, (x — a )"-■ -4- C, (x — a)^-' ... -4- C«_, ] ; 

donc alors le polynôme (i) est divisible par x— n , ou de la forme 

(3) P = [x — a) Q . 
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Si b désigne une seconde racine de l’équation (3) , b étant différent de a , alors en posant 
x=b oa fera évanouir le produit P=(x — a)Q et par conséquent le polynôme Q , 
puisque X — a ne s’évanouira pas pour x = é. On aura donc encore 


et par suite 


Q= (i — b)R, 

P= (x — a)(x—b) R, 


R désignant un polynôme du degré m— a , etc. ... Eu continuant ainsi on prouvera que, 
si l'équation (3) admet m racines distinctes 

l>, c, 

le polynôme P sera le produit des facteurs 

X — < 1 , -x — b, x — c, 

par une fonction entière du degré zéro, c’est-k-dire par un coefficient constant qui ne 
pourra différer de /ta i en sorte qu’on aura 

(6) P = Ao(x — a) (x — b) (x —c ) 

Donc alors l’équation (3) pourra-ètre présentée sons la forme 

( 7 ) Ac{x — a){x — 6)(x— e) = 0 . 

Le premier membre de l’équation (y) ne pouvant s’évanouir qu’avec l’un des facteurs 
x—a, x — b, x—c, 

il en résulte que l’équation (3) du degré m ne saurait admettre plus de m racines distinctes. 
Soit maintenant 

(8) X" -t- P. X" - ■ Bm-iX B„ 

une nouvelle fonction entière de x d’un degré ou égal ou inférieur k n, Bo pouvant 
être nul. Si cette nouvelle fonction devient égale il la première pour plus de m valeurs 
distinctes de x, on aura nécessairement 

Bo — Ao , “ A, , ..... Bm — Am . 

Car dans le cas contraire, la différence entre les fonctions ( 1 ) et (8) se réduisant à zéro, 
pour plus de m valeurs distinctes de x, l'équation 

{Ao—^Bo) X* {A, — B,) X"* ” ' Am - 1 ““ Bm -1 = 0 
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icrait une équation ilu degré m qui adineltiait plus de m Taclnes; co qui est absurde. 
Ou peut donc énoncer la proposition suivante. 

I." Théorème, éa deux fonctions entières de. la variable x deviennent égales pour u/i 
nombre de valeurs de celte variable supérieur au degré de chacune de ces fonctions, les 
coefficients des puissances semblables de x seront les mêmes dans les deux fonctions dont 
il s’agit. 

Ou en déduit comme corollaires ces autres théorèmes. 

a.' Théorème. Dans deux fonctions entières de x, les coefficients des puissances sem- 
blables de X sont les mêmes , lorsque ces deux fonctions sont égales , quel que soit x. 

3. * Théorème. Dans deux fonctions entières de x, les coefficients des puissances semblables 
de X sont les mêmes , lorsque ces fonctions deviennent égales pour toutes les valeurs en- 
tières de la variable x, ou même pour toutes les valeurs entières qui surpassent une li- 
mite donnée. 

4. ' Théorème. Dans deux fonctions entières de plusieurs variables x , y , z , les 

coefficients des produits des puissances semblables de x, y, s, sont les mêmes, lorsque 

ces fonctions deviennent égales pour des valeurs quelconques des variables. 

5. ‘ Théorème. Si deux fonctions entières de plusieurs variables x, y, i, deviemunt 

égales pour des valeurs entières quelconques de x, y , z , ou même pour toutes les 

valeurs eiüières qui surpassent des limites données , les produits des puissances semblables 

de X , y , Z, offriront les mêmes coefficients dans ces deux fonctions qui par suite 

seront identiquement égales , quelles que soient U’J valeurs attribuées à x , y , z , 

Pour montrer une application de ces théorèmes , multiplions l’une par l’autre les deux 
fonctions entières 

( t a:)* := I (A),.r {A),j» -t- -t- x* , 

( I -s- X )' = I [l),x -f [l),x* -►(/)/., x'-' x' , 

A , l étant deux nombres entiers quelconques. On trouvera pour produit, en faisant, pour 
abréger, A -t- l = n , 

(9) ( l -HX )* = t -V- A, X A, x‘ ..... S- Am-> x»" • X" , 

le coefficient de x" étant, dans le second membre de la formule (9) , 

( I o) Am = (A)»i H- (Ajff, _i (f), -f* (A)m-a (f)a "♦* (A )i (/)«,-, -S- (/ )jw * 

li’aillciu's on aura encore 

(‘ 0 ‘ (i x)" c; I («), X -t- (rt), X» ...- («),., X"” ’ -*• X» , 
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le coefRcient de x" , dant le Mcood membre de la formule (ii)i étant 

(n)»i •♦*/))« î 

et puiiqu’en rci-tu du théorihne 2 , les coefficients de x" dans les seconds membres des 
formules (9) et (11) devront être égaux entre eux, on aura nécessairement 

(, 2 ) (f ^-0» = (*)m -s- (*)-.. (0. -f -H (/)-, 

ou , ce qui revient au même , 

(f -I- /) (f I ) ... (i — m 0 _ 

I . a m ~ 

A(i— -i)..(f — m 1) k{k—i).,(k-—m-t- 2 )J_ m - 4 - 3 ) f(f— r) 

I . a ... m 1 . a ... (ni — i ) i 1 . a ... (nt — 3 ) 1 . a 

— !)..(/ — OT-4-a) l{t — 1)..(/ — m-f-i) 

1 . a I . a ... (fn — a) i 1 . a ... (m — 1) i . a ... m 

Enfin , cette dernière formule, devant subsister pour toutes les valeurs euiicrcs de k et 
de l qui surpassent le nombre m , continuera de subsister, en vertu du théorème 5 , quand 
on y remplacera les nombres entiers k, l par des quantités quelconques x , jr. On aura 
donc , quels que soient x et 

— 0 m-s- I) _ 

I . a m I 

— i)-(J~ — ni -i-i) ^ x(x — i)..(.r — m-t-2)y ^ x(x — iM-r — — 1) 
I . a ... m I , a ... (m — t) 1 1 . a ... (m — 3 ) 1 . a 

... , — Q j^ Cr—O-Cr— ^ x y[y — !)..(.>- — m-i-a) ^ — O-Çr — m-t-i) 

I . a I . a ... (m — a) i 1 . a ... (m — i ) 1 . a ... m 

Si, dans la formule (i 4 ), on remplace x par — x et .y par — y , ou bien encore y par 
—y , sans remplacer en même temps x par — x , on obtiendra les suivantes 

I (x-4-j^) (x-4-j^-4-0 [x-*-y-*-m — 1) _ 

I . a m ~ 

x(x-i-i)..(.r-t-m — 1) ^ x(x-<-i)..[x-«-ni — a) y ^ x{x-t-i)..(x-i-m — 3 )X.T-t-') ^ 
i.a «I t.a...(m— iJ i i.a... (/» — 3 ) i.a 

. a I . a ... (ns — 3 j X i . a ... (m — i) i . a ... m 
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(J— J )(J— r — ' ) ••• (x—y — m I ) _ 
1 . 2 ..... m 


(i6) 


j-(j- — m 1) a^j!^i)..(T— m -4- i) J' t(j— i)..(x— i) 

t . a (ni ~ i) I I . a ..... (m — a) i . a 


I . a ..... ni 


I . a I . a (ni — a) i i . a (m — 1 )_ i . a ni 

Si maintcnaDt on (ioh:, clans la formule (i6), x =.m, elle donnera 

m(m — i)j"(r-*- ') 


I — m^-4-- 


I . a I . a 


■ etc. 


— t) — 3) _ ^(j'-i-i)..(/-4-m — i) _j_ — i) 

('7)\ — 


1 . a ... (ni — a ) 


I . a ... (m — 1 ) 


_ {m—x){m—j—y)...(t —y) 

I . a m ’ 

puis on conclura de cette dernière i.° en prenant pour y un nombre entier n cpii fasse 
partie de la suite i > a , 3 , m , 


(■ 8 ) l 


m (m— i) 


m(m — i) 

1 —ni (n), •*• (n ..■ i), — , 


(n^-ni — 3)M.,-f.ni(n.+.nt — a)«.,±(n.*.m— i)„ = o, 


ou , ce qui revient au même , 


09 ) { 


m (m — :) 

I — m.(n),., H (n i — , 

I . a 


m(m — i) 


(n m — 3 + m (n + ni — a), . , ± (n -I- m — i). . , = O i 


a." en posant y=.m-¥- i , 


(ao) 


I — m (m .+- i)„ -I- il (m h- a)„ — . 


m(m-— x) , . , , , , 

± — ( ani — a )« T m (am — i)« ± (an),, = ± i . 
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§. 4- Résolution lie plusieurs équations simultanées du premier degré. 

Soient données entre n inconnues 

X , ^ , Z, ..... U , V 

n équations du premier degré et de la forme 

I floX -f- - 4 - CoS goK -t- haV = fi„ , 

aiX b, y -t- c,s -4- g,u -^h,v ■= k, , 

OiX -h St y -t- c^z - 4 - gtu - 4 - h,v = k, , 

etc 

a„_, -4- g,., K /i«., n = A,., , 


ao f a. f ... a« * . y 6o j é. j ... . y etc. ... Ao j A. , ... A^ * . y et k^j A. j ... , 

étant des quantités quelconques. Si l'on combine entre elles, par voie d’addition, les for- 
mules (i) respectivement multipliées par les facteurs 


(^) 

on en conclura 
et par suite 

(3) 


ein — t ) dn»t , dii~3 J ..... elf , dft , 

P. T = ,Y , 

X 


pourvu qu’après avoir clioisi ces facteurs de manière à vérifier les conditions 


( 

' d,b... 

•f- -+• ... 

• A„^ibt Ah~ 

II 

0 

(4) < 

1 I 

etc. ...s 

H- . . . 

. -t- A„.^ Cl -4- A„^ 

1 Co — O > 


1 - 1 

•4-Aign~» H- *. 

. -+- . a g 1 ^ A^ . | 

• go = O , 


A -• 1 

t • • 

• Afi.m% ht H“ Aff^f 

, ha = O , 

on pose 

(5) 

Aq <2n 

•+■ Al . • 


il 

et 

(6) 

A^hn - 1 

-4- A„_, -4- . . 

• *4“ t A’i 

II 

• 
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CoQsidcrons en particulier le cas où les équations (i) deviendraient 

I X y II-*- r=i, 

ax -i- by -t- cz -t- gu -t- kv =z k , 

a‘x-*-b^y-t-c‘z g»ii •+• Vf =V , 

etc 

a"" ' r ■+• &>“' J' -s-e’* ’ ï •+• g»" ' « /j“ - ■ f =r A" - ’ ; 

c’cst'à'dire !c cas où les divers cocfljcients de chaque inconnue seraient ^ ainsi que les 
seconds membres des é<}uations données , les difTcrcnis tenues d'une pro(;fcssion ^éoine* 
tiiquc , le premier terme de chaque progression étaut Tunité. Dans ce ras par ticulier , 
les conditions (4) réduites aux suivantes 


I Ât ^ Al b'* ■+• ........ •+■ 0 An - 1 = O J 

A^c** “'-♦•✓/iC'*"*-** •+• Ah - iC •¥• Ah - i “il , 

etc 

Wof?""' -H Ah-%$ An-% y 

Aoh‘*~' Aih'*“ ' AH-%h~^An-i =o» 

expiiineront seulement que 

«■» g. * 

sont racines de réquation 

(9> AnJC’*^ ' -I- AiX^~^ -4- An-i X ^ Ah-i = O . 


Elles seront donc satUfaites , si Pou determinc les facteui'i 

Aq y Al I ....a An - t y Ah - i > 

de manière que l’on ait , quel que soit x , 

(jo) AhX*‘~* -K . I ô}(r— r) ». (,iw^)(x— A) , 

c'cst-à'dirc , si , apres avoir choisi aihUr«iircmcot la valeur de A^ j oo prend 
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A, m — A,(b ^ c ^ ^ A) > 

At = A„ {be •*■ ... -t- bg bh ■*■ 

etc 

An^f ^ A^ bc .... gb . 


Alort le< Aquation* (5) , ( 6 ) donneront 


(n) 


P — Aq (o — b) (n c) ..... {il g} (n A) , 


(i3) X=Ao(k — b)(b — c) ...» (* — j)(A — A); 

et par suite la formule (3) deviendra 


(• 4 ) 


_ (A — A) (A — c) 
~ (a — b) {a — c) 


(A _.)(*_ A) 

2 __ . On trouvera de meme 

{a — g) {a — h) 


_ [A — o) (A — c) (* — g) (A — A ) 

^ {b — a){b — c) (4 — g)(4— A) 

etc. 

_ (A — a) (A — A) (A — c) — (A — g) 
(A — a) (A — A) (A — c) (A— 


Ainsi , par exemple , les valeurs de x , j' , s propres à résoudre les trois équations 


(i5) 


x-t- y-*-t = I , 
ax-*‘bjr-t-c%=k, 
a*x-s-4y-*-c*z= A* , 


seront 


_ (A — A) (A — c) _ ~ ~ ~ <•) (* — b) 

^ ~ {a — A) (a — c) ’ ~ (A — c) (A — a) ’ * ~ (c — a) (e — A) ' 


Dans les formules (i4)> le dénominateur de la fraction qui représente la valeur d'une 
inconnue est le produit de toutes les différences qu’on obtient lorsque du coeéScient de 
cette inconnue pris dans la seconde des équations ( 7 ) on retranche successivement les 
coefficients de toutes les autres inconnues. Pour trouver le numérateur de la même fraction 
il suffit de substituer dans le dénominateur la lettre A au coefficient de l'inconnue que 
l'on considère. 



I 


/ 

Digilized by Google 



, ( » ) 

Si l'on veut réduire au même dénominateur les fractions qui représentent les valeurs 
des diverses inconnues , on pourra prendre évidemment pour dénominateur commun le 
produit des binômes 

(17) 'b — a \ c — a , c — b -, h — a, h — b, ... h — g’, 

c’est-h-dire le produit de toutes les dilTérences qu'on obtient quand , après avoir disposé 
les lettres 

a, b, c, g, h 

dans un ordre quelconque , par exemple , dans l’ordre alphabétique , on retranche suc- 
cessivement de cliaqiie lettre toutes celles qui la suivent, EfTectivement si l'on choisit .4, 
de manière que la fonnule (ta) se réduise à 

(18) (6 — a) (c — a) (c — b) [h — a) {h — b) ... (h — g) , 

les éqiutions (i4) pourront s'écrire comme il suit 

, ^ X y y 

(' 9 ) x = '>=~p, 

les quantités A' , Y , ... P' étant cc que devient le produit P quand on y remplace suc> 
cessivement la lettre h par chacune des lettres , 6 p..... p 6. 

Le produit P y déterminé par l'équation (i8) , jouit d’une propriété digne de remarque, 
à l'aide de laquelle on peut établir directement les formules (19). C'est qu'il se change 
toujours en ^P y quand on échange entre elles deux quelconques des lettres 

a , b , c S, h. 

Alors en ciïct le binôme qui renferme les deux lettres échangées entre elles , changera 
évidemment de signe -, et de plus le produit des deux b'inomcs , qui renfèimcnt ces 
deux lettres avec une troisième , sc confondant nécessairement soit avec le produit des 
différences qu'on obtient quand on retranche la troisième lettre des deux premières , 
soit avec ce dernier produit pris en signe contraire , ne changera ni de valeur ni de 
signe après l'écliaogc dont il s'agit. Ajoutons que , si l'on développe le produit P , en 
multipliant les uns par les autres les b'momes (17) , le développement ainsi obtenu se 
composera de divers produits partiels affectés les uns du signe , les autres du signe — , 
et dans chacun desquels la somme des exposants des lettres 

b , c g , /» 
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fera équivalente au nombre des binômes (17), c’est-i-^re k 

«(«—■) 


(îO) 


... .*-(n — 1) = - 


Le premier de cet produits partiels , formé par la multiplication des premiers termes des 
divers binômes se réduira simplement é 

(11) a’b'c' 

Si l'on suppose en particuUer n = a , on trouvera 

P=b — a , 

on , ce qui revient au même , 

(ai) P = a^b' ~a’ b°. 

Si l'on suppose au contraire n = 3 , on aura 

(a 3 ) P=a°b’c' — a!‘b*c' a‘b‘c° — a'b°c' •v- a'b"c' — a'b' c’ . 

Donc alors , dans chacun des produits partiels que renfermera le développement de P , 
les exposants des lettres a , b ou a, b, c seront respectivement égaux aux deux ou trois 
premiers termes de la suite des nombres naturels 


(' 4 ) 


O , I , a , 3 , etc. 


et tous cet produits partiels te déduiront les uns des autres par des échanges opérés 
entre les exposants dont il s’agit. Or on peut affirmer qu’il en sera généralement ainsi, 
et que tous les produits partiels dont se composera le développement de P seront sem- 
blables au produit (ai), et se déduiront de celui-ci par de simplet échanges opérés 
entre les indices 


O , I , a n — a , n — I . 

Elfectivement soit 

(a 5 ) arbic' g' h' 


l’un quelconque des produits partiels, de ceux , par exemple, qui sont affectés du signe , 
en sorte qu’on ait 

(a6) P^apb^c g’h‘ -s- etc. 

On tirera de la formule (a6) , en échangeant entre elles les deux lettres a et é , 


— P = albPc' g'h' etc. 
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ou, ce qui i-evicnt au métnc , 

(27) P ZI — al brc g‘ h' — etc 

Donc , le développement de T’ ne peut reofemer un terme affecté du signe et de la 
forme 

apbic' .... g‘h‘ 

sans renfermer en même temps un terme affecté du signe — et de la forme 

— albrc' g‘h ‘ , 

c'est-à-dire , un second terme qui se déduue du premier par un échange opéré entre 
les exposants des deux lettres a , b , mais qui soit affecté d’un signe contraire. On arri- 
verait encore à une conclusion toute semblable , si le premier terme était l’un de ceux 
qui sont affectés du signe — . Donc les différents termes, contenus dans le développe- 
ment de P , étant réunis deux à deux , produiront des expressions de la forme 

aPb^C ..... g’h‘ — albPc' g’h' 

= {ai’bi — a'ibf)c' g'b' , 

P zz (aPb^ — aflbP)ci' ....*. g' h' etc 

Or le binôme (18] s’évanouit toutes les fois que les exposants p , q deviennent égaux- 
II en résulte qu’on verra disparaître , dans le développement de P , tous les termes où 
deux lettres diverses a , b seraient élevées à la même puissance. Donc , si le produit (x 5 ) 
est un de ceux qui ne disparaissent pas , les exposants 

P > t y ^ > ‘ 

des différentes lettres y seront tous distincts les uns des antres ; et , comme l’exposant 
de chaque lettre ne pourra surpasser le nombre de celles des différences 

b — a , c — a, c — b , h — a , h — 6, ... h — g 

qui la renferment , c’est-à-dire le nombre n — i , les exposants 

P, 9 , r , ‘ 

ne pourront être évidemment que les nombres - ■' 

0,-1, 3 .... , n — I .. 


(î8) j 

en sorte qu'on aura 
(■» 9 ) 
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Donc d^nkiTt daju le dévelo(ip«n»iit de la foactioD 

(3o) P=sa°b‘c* ..i: g"-* A**' — etc. 

tous les termes se déduiront du premier par des échanges opérés entre les exposants 
des différentes lettres , et deux termes , dont l’un se déduira de l’autre par un seul 
échange opéré entre deux exposants , seront toujours affectés de signes contraires. 

Si l’on éléve les quantités 

a f b y c .■••• I g I A 

k des puissances dont les degrés soient respectivement égaux aux nombres 
O ) ' » » n — a, n— I 

rangés dans un ordre quelconque , le produit de ces puissances sera toujours l’nfi des 
termes affectés du signe ou du signe — dans le second membre de la foimule (3o). 
En effet , pour déduire ce produit du premier terme 

a°b'c* g*"* A*”' , 


il suffira d’opérer des échanges successifs i.” entre l’exposant o et celui que portera la 
lettre a dans le nouveau produit; a.° entre l’exposant i et celui que portera la lettre b 
dans le nouvean produit ; etc Cela posé , représentons par la notation 

(3i) S(±a»i'c* g""* A"-’) 

la somme qu’on obtient quand au produit 

«"i' c» ... g"-» A*-' , 

pris avec le signe , on ajoute tous ceux qu’on -peut en déduire k l’aide d’échanges 
opérés entre les exposants 

O , I , a , ... n — a , n — I ; 

chacun des nouveaux produits étimt pris avec le ôgne ou le signe —, suivant qu’on 
le déduit du premier A l'aide d’un nombre pair ou d’un nombre impair d’ccbaoges suc- 
cessifs. On atua 

(3a) ■ S( c* ..... g«-» A*-> ) ; 
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et lu formules {n), qui fouruissent les valeurs de x, y, z u , v propres à vérifier 

les équations (i) , pourront s’écrire comme il suit 


1 _S(±A*6’c» ... 

.. f-*A--') 

1 ^ ~ S(± a’b'c' ... 

.. g"-* A"*') ’ 

1 S(±a"A'c» ... 

.. g”-«A"*') 

(33) J ~S(±a‘’û'c* ... 

.. g*-*A»-‘) ’ 

• J etc. 

• 

1 S(±a?A'C ... 


\ '^"S(±a*6'c* ... 

.. g"-* A"-') ■ 

Concevons maintenant que, dans le développement de P, on remplace les exposants des 
différentes lettres a , b , c y 8 y A par des indices. Alors, au lieu de l’équation (aq). 


on obtiendra la suivante 


(34) P =(apb, — a^b,)cr g,A, etc 

Or cette dernière valeur de P pourra être présentée sous la forme 

(3j) P — *+• <ti <r« J 

yfo, A, , A,.t , A,., étant des sommes de produits formés avec les coefficients 


ba f bt f éji . I i Cq y Cl >.f J Cm* I t ••• ••• > é" - i î > A| A* . | i 

et , comme elle s’évanouira , en vertu de l’équation (34) , si l’on suppose 

Cla—boi Ut — bt I Uh * t — 6 n . I y 

on peut affirmer que les quantités 

Ao J At it.*** Alt t An - 1 y 

renfennées dans l’équation (35)y vérifieront la première des conditions (8). On prouverait 

de même que les quantités dont il s’agit vérifieront la seconde , la troisième , etc 

enfin la dernière des conditions (8). Donc ces quantités pourront servir A l’élimination 

des inconnues jr , z m y v entre les équations (i) , et la valeur de x sera donnée par 

la formule (3) y pourvu qu’on détermine A' par la formule (6) y ou y ce cpii revient au 
même y pourvu qu’on appelle A' ce que devient l’expression (5) quand on y remplace 
la lettre a par la lettre A. Donc , en définitive y les valcuis des inconnues 
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X , J' , « , V 

propres à TériCer les équatiom (i) seront des fractions, dont ou obtiendra le commun 
dtioominateur P en remplaçant les exposants des lettres a , b, c , g, h par des in- 
dices dans le développement du produit qui compose le second nombre de l’équation (i8). 
Quant au numérateur de chaque fraction , on le dédiùra immédiatement du dénomina- 
teur , en remplaçant les quantités, qui dans les équations (i) servent de coefficients à 
l’inconnue que l’on considère , par les seconds membres de ces mêmes é-quations. 

Si , pour plus de commodité , on représente par la notation 

(36) S(±a,i>,c, 


la somme qu'on obtient quand au produit 

Uoé|C, ..... gn-t 

pris avec le signe on ajoute tous ceux qu’on peut en déduire à l'aide d’échanges 
opérés entre les indices 

O , ■ , a , 3 , n — 1 , n — i , 

elucun des nouveaux produits étant pris avec le signe -*■ ou le signe — , suivant qu’on 
le déduit du premier à l’aide d’un nombre pair ou d’un nombre impair d'échanges suc- 
cessif ; on aura 

(37) P=S(±a„é,f g,., A,.,), 


et les valeurs de x , ^ , z , u , v , propres à vérifier les équations (i) , se présen- 

teront sous la forme 


(38) 


S(±*.é.Cs g.-sA.-.) 


S(± a,A,c, . 

fféi - a ~t) 

S(± a„A,c, . 

**** * a •• 1 ) 

S( ± a„biCt . 

•••• ) 

etc. 


S(± o„A,c, . 

.... g.-.A.,.) 

S(± a,A,c, . 

•••• - a A* . 1 ) 


Si , pour fixer les idées , on réduit les équations (■) à 


(3g) 


floX •+• bojr -s- Cpi = Ao , 
a,x b,y ■+■ e,ï = A, , 
■+■ b^y c,î = A, , 
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on trouvera 


( J8 ) 


( 4 “) 


S(± t.fttCi ) _ kob,Ct — *«,>iCi k,btet ■— k,b,Ct k,b,c, — 

^ i <Io6j Ci ) Ci ' “ O^bxCi <Xi 6iCi tttbÿCt ^ 0\bnCt ^i^j Ce 


On arriverak au même résultat , en présentant la première dea équations (i6) sous la 
forme 


( 4 <) 


tb — k){c—k)[c—b) 
(6 — a) (c — a){e — b) 


puis développant les deux produits 


(6— *)(c — *)(c — 6), (i— a){c — fl)(c — i) , 


et remplaçant dans les développements les exposants des lettres par des indices. Sous 
ces conditions, la formule (4>) peut être censée fournir la valeur de la première des in- 
connues que renferment les équations (Sq). Cette valeur, qui prise à la lettre serait inexacte, 
et ne peut devenir exacte que par suite des modifications énoncées , est ce qu’on nomme 
une valeur symbolique de l’inconnue dont il s’agit. L’équation (40 i considérée sons ce 
point de vue , est elle-même une équation symbolique. 

Concevons è présent que m t inconnues, représentées par 


^1 «oses Xmy 


soient déterminées par m -t- i équations du premier degré et de la forme 


(40 


Xo ^ kc f 
X, X,' = k, , 
X, -t- XX, -4- X, = k, , 

etc 

m(m — I ) , 

X, -t- mx, ■+■ — 2 ‘ X, -t- Xn = Sm . 

I . 3 


On tirera successivement de ces équations 

Xo îs ko , X, - A, ko , X, ko xk, ko , etc. ..... 

et généralement, si l'on désigne n un quelconque des nombres entiers renfennés entre 
les limites o , /» , on obtiendra pour valeur de x. une fonction linéaire des quantités 


ko , k, , ko , ko . 

Suit en conséquence 

(43) X, = Joko A, ko., Aok,.o-t- ... A,.,k, -t- A, ko. 
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Dans le cas particulier où les quantités 

^oj ^1 I f Am 

se réduiront aux différents termes d’une progression géométrique de la forme 


(45) *0=1, k, k‘, , A-, 

on aura simplement 

(46) X* UC v^oA* A"“' >éiA"*** An^ik ^ An • 

D’autre part, il est clair, que, dans ce cas, on Térifiera les équations (4a) , en posant 

x-t-i=A, x = A— I, 
et 

X. = X" = ( A — I )• , 


OU , ce qui revient au roi'me , 

(47) — «A'*-* A""* — 3 : nA db I . 

Les formules (46) , (47) (lestant s’accorder entre elles, il en résulte qu’on aura, quel que 
soit k , 

(4^1) •'^ok** -rV, A'*”' •+• A"*** + ^ k ■ f . — . ) A*’** — n. 7 mA± i , 

et par suite 

/ ^ X ^ i J — 0 é J ^ 

(-(ÿ) I -'*» — ——J ^ ' ' ï — T n , — 1 . 

Donc la râleur générale de x, , déterminée par la formule (46) , sera 

(3**) Xn — Aj, nkn-i A„., “ !•«■. T nkt ± Aq> 

■ • a 

Au reste , on peut arriver directement à l’équation (5o), en combinant entre elles par voie 
d’addition les n premières des formules (4a) respectivement multipliées par les coefficients 


n(n — 1 ) 

, ^:«,±I, 

puis ayant égard aux formules (19) et (ao) du § 3 , ou plutôt it celles qu'on en déduit 
quand on échange entre elles les lettres m et n. Donc eu définitive les valeurs de 

I , X*»i 

4 
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( 3o ) 

propre! k vérifier les équatioiu (4>) seront 

X, = fs, — k, , 

r, = k, — a A, -t- A„ , 
etc 

, , ffi (m I ) , - , 

oc Ht ^ K Ht ^m— I A*n— I ••••• ^ ttthi tfc • 

I . a 

« 

Si , dans les formules (4a) et (5 1 ) , on remplace simultanément les quantités 



Xt, X, , Xt 


Xm i kÿ , k, , k. 


> 


A„ 


pat les rapports 



on en conclura que les valeurs des inconnues 


X,, X, , X, , ar„ 

propres à vén&er les équations 

^ .T* — Ag , 

a*i k, , 

X, tax, -t- a*x. = A, , 

etc 

m!m — i) 

x„ -t- niaxm-, •+■ ———a'x„., -t- ... ma"*-' x, ± a" x, = k„ 

I . a 

sont respectivement 



(53) 


Xo — Ao y 

X| — k, oAo , 

X, = A. — aaA, a* A, , 
etc 

, , . m(m — i) , , , 

x„ = A„ — mahm-, tt'A,,., — T ma"*"* A. ± a*" A, 
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Si l’on luppose «n particulier a = — i , les fonnoles (Sa) derieodiunt 

X. = *, , 
X, —X. s= *, , 
Xi — a X, X» = *, , 

etc 

m(m — 0 

r„ -i j — — x*., :r ± x, = *„ , 


(54) 


et l'on en tireia 


(55) 


X, = *, , 

X| — A| "4“ A'o J 

Xj — “4“ a *4* A® I 

etc 

x„ =A„, -4- -4- *«., -4- -4- mi, -4- . 


S 5. Formules itiiüerpoUttion. 

h’interpolalion consiste li detenniner la s'alcur exacte ou approclit-c d'une fonction 
d’après un certain nombre de valeurs particulières supposées connues. 

Considérons spécialement une fonction entière n de la variable x. D’après ce qui a 
été dit dans le § 3 , cette fonction sera complètement déterminée , si eUe est du degré 
/a , et si l’on en connait rn ■+■ ■ valeurs particulières. Soient 

U,, U, , Ut , ii„., , u„ 

ces m -4- I valeurs particulières correspondantes aux valeurs 

<^o P *ï*i t I 

de la variable x . Si l’on suppose d’abord que les valeurs particulières de u se réduisent 
toutes à téro , à l’exception de la première u, , la fonction ii , devant alors s’évanouir 
pour X = X, , pour x = Xi , enfin pour x = x» « sera divisible par le produit 

(x — X.) (x — X.) (x — x„) , 
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et sera par conséquent de la forme 


( 3a ) 


u = a{x — x,)(x — rj (X — x„) , 

a lie jiouvant être qu’une quantité constante. De plus , u devant se réduire à Ug pour 
X = Xo , on en conclura 


Un “ U[Xo X|) (Xo aTt) *»•.. (Xo Xm) j 

et par suite 

_ (X — X.) (X —X.) (x — X,) 

' » ‘o • 


De même , si les râleurs particulières de » se réduisent toutes à zéro , à l'exception de 
la seconde i<t , on trourera 


— (x — X,) (x — X») (x — x„) 

~ ' (x. — X.) (x, — X.) (x, — x„) ’ 

etc Enfin , si elles sc réduisent toutes à zéro , it l'exception de la dernière u„ , on 

trourera 

_ ^x — x„) (x — X.) (x — x,„) 

~ “ (Xm — X.) (x* — X,) ..... (x„ — x«.i) ■ 


En réunissant les diverses râleurs de u correspondantes aux diverses hjqiothéses qu'on 
vient do faire , on obtiendra pour somme un poljnome en x du degré m , qui aura évi- 
demment la propriété de sc réduire à u<, pour x = x, , li u, pour x = Xi , à ii„ 

pour X = Xa, . Ce poljnome sera donc la valeur générale de u qui résout la question 
proposée , en sorte que cette valeur générale se trouvera déterminée par la foimulc 

(x — x,)(x — x,)..(x — x„) (X — X») (x — x,)..(x — x„.,) 

(î) U — Mo / X /■ , / ' V ^ •••• M*i , ' . . “ ' . V 

(Xo^~Xi) (Xo**Xa)s»(Xo^"X»i) (Xgn^»Xo) (Xm ^"X|)«.(Xm ) 


qui ai la formule d'interpolatioD de Lagrange. 

En vertu de la formule (i), si la fonction i< du degré m doit s'évanouir pour les va- 
leurs particulières 

O , i y a , m — I 

de la variable x , et se réduire èi l’unité pour x = m , on aura 

0 (.r — w i) 
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Lonque les valeurs particulières de x représentées par 

Xo , X, , X, , x« 

>c réduisent aux différents termes de la suite 


O , I , a , 


alors , pour obtenir la valeur générale de u , il suffit évidemment de supposer 


(4) U =z a, -h a, X -h a. 


x(x— i) 


X ( x — I ) (x — m I ) 

I . a m 


et de choisir les coefficients 

do J f d\ vas*» ) <Zm 

de manière à vérifier le* équations 

a, = u,, 

OO ^ ût “ Uf y 


(5) 




etc. 


m(m^ O 

ûn mai ' di • 


•4» dm = Um > 


Or , on vérifiera ces dernières [ vo^ ez le § 4 ] ew prenant 

Oo = Wo, 
di — n, ~ tioy 
di = Ua ~ a Ui -4- Uo > 
etc 

m (m — I ) 

mUinmi ^ ' dl/n ••••• ^ niM| ± Uq 


( 6 ) 


Donc 1a valeur générale de u sera 


M = U. (u, — - M») X -t- (k, — au, -4- Bo) 


x(x— I) 


(7) 


. -s. («„-mu„.; ^ ... ± «„) ■> 


1 . 3 ••*•* m 
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Si l'on suppose en particulier 


U =x" , 


on aura 

(8) wo = O , U, = I , «. = a" , 

et les formules (6) , (7) donneront 


u„_. = (m — . i)" , Un = m" . 


(9) 


«0 = 0 , 

a, = t , 

U, = 2 " — a , 

flj cr 3" “ 3.2*" 3 J 

etc. 

« 

a„., = (m — i)“ — (n»~ 0 (»» — a)*" -t- ± (m — i) , 

, , ” 1) / 

a*" = m” — m (nj — I )*" m (m — aj"* — » m , 


(lo) 


X"* =x (a- - a) ^ ( 3 - - 3 . a- ^ 3 ) etc, 

'i.a i.a.J 


( m(m — i), \.r(x-^i).. 

m"'— ni(m — i)*" h-— — ^( m — a)” — ..Tml j — — 


D’autre part , comme , dans le cas dont U s’agit , on aura quelque soit x 


, . x(t — 0 — t)..(r — m-t-a) x{x — i)..(x — 

(1 i1x*"=<r, -»-a,x-«-a»-^ -r — ■ 

' ' • I . a I * a .»* — • ï ) 


I • a « aa *" ftl 


on en conclura 


1 . a m 


“"--1 [i + a+ -H(m— 0] — 

Im — 1) ^ ■‘1.1 


I . a (m — 1) 


ou , ce qui revient au meme , 

a™ = t . a . 3 m , 

I T , 

(la) ^ a„.,= i.a ..(»» — i)[i -i-a -s- (m — i)] = i.a...(»i — 1) ; 

etc. 


Digitized by Google 


t Î5 ) 

On aura donc encore 

, m(m — 0 , , ' , 

m" — m(m — i)” -) — — - — -{m — i)" — ± m = i .1 .3 m 

(m — i)" — (m — i) (m — »)" .... — i) = i .a.3 ... (m — i) 


m{m — i) 


etc. 


et la formule (lo) pourra être réduite à 


X" =ar(T— t) ..(x— mn- 1) -r- ^x(x— i) ... 


(> 4 )< 


3"-' — 1" t , , , , a” 

x(x — i) (x— a) H 


-x(x— i) -t-x. 


Si , dans cette dernière , on change x en — x , elle donnera 


(‘5) 


. . y . m(m— l) y . y . 

x"=x(x-f- i)...(x-t-m— i) — — ^ x(x i)...(x-*-m — a) 


3"-' — a" H- I , , , , a" 

± x{x.<- i)(x -t-ajT — 


-x(x l) *x. 


Lorsque m est de la Tonne 


p — t 


P désignant un nombre premier impair , la première des équations (i3) se réduit à 

(i6) I .a. 3 ... m = m’" — m[m — i)”* i^(m — a)" — — m ; 

et, comme alors, en vertu du théorème de Fermât sur les nombres premiers, les puis- 
sances 

m” , (m — i)“ , (m — a)" , etc. ...« 

dirisées par donneront l’unité pour reste, il est clair que le second membre de l’équa- 
tion (<6) , divisé par p , fournira le même reste que la somme 


I» (ns ^ l) y , 

I — - m — ■■ ■ — etc — m = (i — I)" — i = — i . 
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( 36 ) 

Donc , lorsque p — m \ est un nombre premier impair , le produit 
(17) 1 .1.3 m, 

divisé par p , donne pour reste — i , ou «t cC autres termes ce produit , augmenté de 
l'unité , devient divisible par p. C’est en cela que consiste le tlicorcine de Wilson , qui 
s’étend au cas même où l’on pose ^ = 1 = 1 .4- i . D’ailleurs U est clair que ce théo- 
rème subsiste uniquement pour les nombres premiers. Car, si le nombre m \ admet 
d'autres diviseurs que lui-même et l’unité , chacun de ces diviseurs , se confondant 
nécessairement avec l’uii des nombres 1 , 3 ... , m , divisera le produit 


1.1.3 ... m 


d’où l’on doit conclure qu’il ne saurait diviser la somme 

1 I , 1 . 3 ... ni . 


Si les valeurs particulières de x représentées par x, , x, , ... jr« se réduisaient aux 
différents tenues de la progression géométiique 

fit*, 

alors , en posant 

U =aa a,x -1- a» or" , 

on aurait, pour détenniner les facteurs inconnus a,, a,, ... a„, des équations linéaires 
dont les premiers membres seraient semblables aux premiers membres des formules (7) 
du § 4 > Cf pc suite on obtiendrait les valeurs de Oo, a, , etc. ... Umt en ajoutant les 
équations dont il s’agit , après les avoir respectivement multipliées par les coefficients 
des divenes puissances de x dam les développements des produits 


(x— -r) (x — r>)...(x— r"), (.r — i) (x — r*)...(x — r"), etc., (x — i)(x — r}...(x— r"*"'). 


On trouverait ainsi 

(18) u = 

u„ — (r+r»-t-..+ + ... ±/*r»..r“ a, ii„ — (i+r.. + 

(1— r) (1 — r*) ... (1— r™ ) (r” — i) (r" — r)... (r"* — r”*-') 

Observons enfin que des formules (7) et (18) on déduira facilement celles qui seraient 
relatives au cas où les valeurs particulières de x coïncideraient avec les différents termes 
d'une prugressioii quelconque soit arithmétique , soit géométrique. 
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§ 6. Dts séria convergentes et divergenta , et en particulier de celUs qui représentent 
Us déveUppements des puissances entièra et négaliva d'un binôme. 


On tppelle série utke iuite indéfinie de quantités 

(l) Ho, U, , , 

qui dérivent les unes des antres suinnt une loi connue. Ces qtuntités ellos^inéraes sont 
les différents termes de In série que l’on considère. Soit 

(a) r, = H. U, 4- M«_, 

la somme des n premiers termes, n désignant un noinbre entier quelconque. Si, pour 
des valeurs de n toujours croissantes , la somme s, s’appiocbc indéfiniment d’une limite 
finie s , la série seca dite convergente, et la limite en question s’appellera la somme de 
la série. Au contraire , si , tandisque x cioit indéfiniment , la somme s, ne s’approche 
d’aucune limite fise , la série sera divergente et n’aura plus de somme. Uans l’un et 
l’autre cas , le terme qui corres|mnd à l’indice n , savoir ii. , sera ce qu’on nomme le 
terme général, 11 suffit que l'on donne ce terme général en fonction de l'indice n pour 
que la série soit complètement déterminée. Si , dans le cas où la série est convergente, 
on pose 

(3) s = s,-t- r„, 

r, sera ce qu’on appelle le reste de la série prolongée juM|u’au n"' tenue. 

L’une des série, les plus simples est la progression géométrique 

' (4) I , a- , X* , arJ , etc 

qui a pour terme généial x". En la suhstituant à la série (i) , on aura 

r„ = I X •«- X""» -s-x*-', 


et par suite 


J, X = X X* ..... .+• X*"' -t- X" , 


J. (x — i) =x» — I , 


(5) 


»« = I 


X 


X* 1 I —X» 

X"-' = = . 

X — - 1 J »-x 


s 
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On peut mettre cette valeur de r, sous la forme 



et , comme , pour des valeurs croissantes de n , la valeur numérique de la fraction 

X" 

• I — X 

converge vers la limite zéro ou croit au-delji de toute limite , suivant qu’on toppose la 
valeur numérique de x inférieure ou supérieure 11 l’uiiité, on doit conclure que dans 
la première hypothèse la progression ( 4 ) est une série convergente qui a pour somme 



tandisque , datu la seconde hypotlièse , la même progression est une série divergente 
qui n’a plus de somme. Si , dans la première h^-pothèse, on prend s, pour valeur ap> 
prochée de r , l’erreur eommise sera mesurée par la valeur numérique du reste 



On indique généralement la somme d'une série convergente par la somme de ses 
premiers termes suivie de points ou d’un etc. Ainsi , lorsque la série (i) sera conver- 
gente , on aura 

s = n, ^ Ui -f- U, -t- U! -i- etc ; 

et, l'équation (j) donnera, si la valeur numérique de X ne surpasse pas l'unité, 

(9) I a: -I- X* -t- x’ - 4 - = — = ( 1 — X . 

1 — X ' / 

Il résulte de cette dernière formule que la progression géométrique 

I , X , X* , X* , 

a pour somme la première des puissances négatives entières du binôme t — x . 
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En Tcrtu des déGnitions cl-desms adoptées , pour que la série (i) soit conTcrgente , 
il est nécessaire , et il suffit que des valeurs croissantes de n fassent converger indéfi- 
niment la somme s, vers une limite fixe : en d’autres termes, il est nécessaire et il suffit 
que , pour des valeurs infiniment grandes de n , les tommes i 

diffèrent de la limite s et par conséquent entre elles de quantités infiniment petites. 
D'ailleurs les différences respectives entre la première somme s. et les suivantes sont 
respectivement 

' s,*, — s. = M, , 


Sm-i 1 — “ Sn — .+■ , 

J|.+S i, = U, U,+ , -I- U.+, , 

' etc 

Donc, pour que la série (■) soit convergente, il est d’abord nécessaire que le terme gé- 
néral »a décroisse indéfiniment , tandisque n augmente. Mais cette condition ne suffit pas, 
et il faut encore que , pour des valeurs croissantes de n , les différentes sommes 

K, u,+, , 

U. «,+, , 


c’est-ii-dire les sommes des quantités 

prises , à partir de la première, en tel nombre que l’on voudra, finissent par obtenir 
constamment des valeurs numériques inférieures à toute Umitc assignable. Réciproque- 
ment , lorsque ces conditions sont rerapbcs , la convergence de la série est assurée. 

Il résulte encore de ces principes que , si une série convergente est uniquement 
formée de termes positifs , lu convergence continuera de subsister , lorsqu’on changera 
les signes de tous ces termes ou de quelques uns d’entre eux. Car, en opérant ainsi, 
on ne pourra que diminuer la valeur numérique de la somme des termes qui suivront 
un terme r{uclconque. 
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Pour ptui lie commodité , oou* détignooi dorenarant par 
(lo) Uo, Ut , Ut J etc 

les valeurs numériques des dilTérents termes de la série (i) , de sorte qu'on aura 

U, = 17,, ou II. = — {/, 

suivant que u, sera positif ou négatif. Cela posé, il est clair que , si la série (lo) est 
convergente , la série (i) sera convergentu h plus forte raison. De plus il sera facile d'éta- 
blir la proposition suivante. 

I." Théorème. Soit Tt la limite ou la plus grande des limites vers lesquelles converge, 
tandisque n croit indéfiniment , la racine n”' de la valeur numérique de u. , c’est-à-dire 
l'expression 

— " 

t/.« = 

La série (i) sera convergente, si l'on a CK. t, et divergente si l’on u i . 

Démonstration. En effet, soit U un nombre renfermé entre les limites i et fl. On 
aura , dans la première hypothèse , 

CK U C.I . 

Alois , si n vient à croître au-de-là de toute limite , les plus grandes valeurs de 

f r 

f/," = 

en s'approchant indériniinent de Cl, finiront par devenir inférieures à U , et en inèine 
temps les plus grandes valeurs numériques de ii, deviendront inférieures à U". Donc, 
dans la première hy|>othèse , les termes de la série 

II. , II, , II, , II. , II.+, , 

finiront par devenir ( abstraction faite des signes ) inférieurs aux termes correspondants 
de U prngiession géométrique 

t /f l't T.'h 

I P P O , O 5 Cf . , sa..« , 

et comme cette progression sera convergente , U étant < i , la série (i) sera elle-méiae 
convergente. .\u contraire , dans la seconde hypothèse , on aura 

n>fi>i. 
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Alors, SI rt vient li croître au-delà de toute limite, les plus grandes valeurs de (±n.)' , 
en s’approchant indéliDlment de il, finiront par devenir supérieures à U, et les plus grandes 
valeurs numériques de u, supérieures à U" . Donc alors on trouvera dans la série 

11^ , U, , U, , U. , 11»^, , etc. 

un nombre indéfini de termes supérieurs aux termes correspondants de la progression 
géométrique 


I , ü , U' , £/• , U**' , etc. 


par conséquent un nombre indéfini de termes supérieurs à l’unité , V étant > i -, et 
la série (i) sera nécessairement divergente. 

Si , pour des valeurs croissantes de n , la valeur numérique du rapport 


(•<) 

c’est-à-dire la fraction 




converge vers une limite fixe A, alors, en désignant par s un nombre aussi petit que l’on 
voudra , on pourra donner au nombre m entier une valeur assez considérable pour que, 
n étant égal ou supérieur à m , chacun des rapports 

U. 

L„ ’ ’ V,.. 

et par suite la moyenne géométiique entre ces rapports ' ou le quotient 


(la) 



* Lorsque n quantités positives a , a’ , a" , ..... sont toutes supérieures à un nombre 

donné g , et toutes inférieures à un autre nombre donné h, le produit aa'a" est 

évidemment compris entre les limites g* , A« ; et par suite la racine n*» de ce produit 

ou la moyenne géométrique entre les quantités a , a’ , a” , se trouve cUe-méine 

comprise entre les deux nombres g , h. 
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retient comprit entre lei quantités 

fl — » , fl H- ( . 

Si maintenant on fait croitre indéfiniment le nombre n tant changer la valeur de m , 
rexpresiion 

convergera vert la limite 

W = I , ^ 

et l’exprettion (ii) vert la même limite que la suivante 


Donc la limite de cette dernière, devant rester comprise entre les quantités fl •• t , fl 4- < , 
quelque petit que l’on suppose le nombre t , coïncidera nécessairement avec la limite fl 
de la valeur numérique du rapport 


n.-H 

«« 


On peut donc énoncer le théorème suivant : 


a.* Théorème. Si , pour des valeurs croissasUes de n , ta valeur numériipie du rapport 


■ converge vers une limite fixe fl, la série (1) sera convergente ou divergente suivant 


que celte limite sera inférieure ou supérieure à t unité. 

Lorsque, la série (1) étant convergente et composée de termes alternativement positifs 
et négatifs , la valeur numérique U, du terme général décroit sans cesse pour des va- 
leurs croissantes de n , alors , la valeur du reste r, pouvant être présentée sous la forme 


r. = ( — I )- [{U. — 1 /.+. ) -s- ( — f/.+i) + ] 

ou sous la suivante 


e, = ( — I )"-• [( f/, — £/mi) i ] , 

selon que le premier terme u, est positif ou négatif, le reste r„ change de signe quand 
on fait croitre n d’une unité- Par suite la somme s de la série est comprise entre 

s, cl s, . 
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On peut donc énoncer la proposition suirante : ’ 

3. * Théorème. Lorsqu’une série convergente étant composée de termes alternativement 

positifs et négatifs, la valeur numérique de chaque terme est inférieure à celle du terme 
précédent , la somme de la série est comprise entre le premier terme et la somme des 
deux premiers , entre cette dernière somme et celle des trois premiers , etc 

Si l’on multiplie par une constante a les différents termes de la série (i), on obtiendra 
la suivante ' 

(13) auc, au, , au, , 

dans laquelle la somme des n premiers termes , savoir , 

a (u, u, -f- U,.,) = as, , 

convergera vers une limite fixe as si la somme des n premiers termes de la série (i) 
converge vers une limite fixe s , et ne convergera vers aucune limite dans le cas contraire. 
Cette remarque suffit pour établir le théorème suivant. 

4 . ' Théorème. &' l'on multiplie les différents termes de la série (i) par une constante 
a , la nouvelle série ainsi obtenue sera convergente ou divergente suivant que la série ( 1 ) 
sera elU-même convergente ou divergente , et l'on aura datts le premier cas 

(14) au, -f- au, -s- au, -s- etc = a(iio u, u, etc ). 

Corollaire, Si, dans l’équation (i4) on change a en — , on trouvera 


(■ 5 ) 


II, u, -s- II, -► etc. 
a 


H, II, II, 

— - -t- — -t- etc. 

a a a 


Si , les séries 

II, , n, , II, , etc. 
t», , V, , V , , etc. 

SV., SV,, SV,, etc. 
etc 

étant convergentes et ajant pour sommes respectives s , s', s” , on fait 

J. = II. u, -I- -t- II.., , 

, s s', = V, t>, -I- -H r,_, , 

»",=sv, -i-sv, -s-sv.., , 
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ulor$ , pour des râleurs croissantes de n , t. coorergera rers la Umite t , s'. Ters U li- 
mite t" f et par suite les sommes 

I. -► s'n , Sn s', -4- î". , etc. 

des n premiers termes des séries qui auront pour termes généraux 

U, -t- V. , U» V, -4- w, , etc. 

coiiTCrgeront rers les limites 

s i’ , s s •*•}" J etc. 

On peut donc encore énoncer ce ttiéoréme : 

5.* Tliéorcmc. Lorsque plusieurs séries sont coHwrgetUis , l’addition de Umts termes 
f.-énéraujc fourmi le terme général d’une nouvelle série qui est elle-vnéme convergente , et 
liant la somme résulte de f addition des sommes des séries proposées. 

Un a , en vertu de ce théorème , 


(• 0 ) 


(«, Il, -s- U, etc. ) -*- ( r« -► II, ■*- t',) etc. 
= (il, l’o) (il, 1*.) -4- ( II. -I- 1',) -4- etc 


('7) 


(il, -f- II, -t- II, -t- etc.) -4- (l’o -4- 11, •4- I', etc.) -4- (W, -4- 4V, -4- *«', -I- ctc.) 
= (il, -4- l'„ -4- «'„) -4- (il, -4- r, -4- W, ) -4- (il, -t- r, -4- W’,) -4- CtC 

ti.' Tliéorêmc. Si , les lieux séries 


(ih) 


II, , II, , 14, , etc. ..._ 


I’» , V, , V, , ctc. 


etiinl convergentes et a^ anl pour sommes respectives s , s' , chacune de ces deux séries 
reste convergente lorsqu'on réduit ses différents termes à leurs valeurs numériques , alors 
la série 

( y) l'oi'o, »oi'i - 4 - '*i4'o, »,i'» Mi*'i - 4 - '‘ii’o , etc , 

dont le terme général est 

U^Vf -4- 11,1»,., -4- -4- ll,_,r, .4- U,1>o , 
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tera «Uc-nême cowftrgtnU et aura pour somme le prodiut tt' , sorte qu’on trouvera 


(»o) 


(u„ s- U, U, -t- etc ) ( V, V, V, etc ) =s 

«oVo (u»v, ■+■ u,v,} (iioi'i + ii,i’i u,v„) etc. .... 


Démonstration. Soient s,, s', les sommes des n premiers termes des séries (i8), et s ", 
la somme des n premiers termes de la série (>9). Représentons par m le plus grand 

nombre entier eompns dans — et supposons d’abord que les differents termes îles 

séries (18) soient tous positifs. Qu'aura évidemment dans cette liypotliése 


M.Vo (k»i>, «1 Uo) -I- V, II,., V.) 


<(«, 11,-1) (v, V, -*• -f- v,_, ) 


nu 


>(u„ ..... -I- U m ) ( Oo ■+■ V, .4* ) , 

s*. <s.s'. 


^ ^ m-4-i • 

Concevons maintenant que l'on fasse croître n au-delà de toute limite. Le nombre m qui 

ne peut être que ou ” ^ — croîtra lui-même indéüniment , et les deux sommes 

>, , Sm+t convergeront vers la bmite s , tandisque s', et s'm+t convergeront vers la li- 
mite s'. Par suite les deux produits s.s', , s„.fis'n+, et la somme s*., comprise entre 
‘ces deux produits , convergeront vers la limite ss' ce qui suffit pour établir le théorème 
énoncé. Il en résulte aussi que l’expression 


(11) 


J,»’, s", = U.., O,., (li,-, V,., -I- II,., Il,-,) 

-I- ( H,., V, II,., V, -t- U, II,., U, V,., ) 


convergera , dans l’faypothése dont il s’afpt , vers la limite séro. 

Supposons à présent que, les différents termes des séries (18) conscivant les mêmes 
valeurs numériques , tous ces termes , ou quelques uns d'entre eux viennent à changer 
de signe -, ce changement ne pourra que diminuer la valeur numérique du second membre 
de la formule (ail. Donc cette valeur numérique, ou celle de la différence 

j,j', — s". 
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comergeia encore , pour des râleurs croissantes de n , rcrs 1a limite itro , et s\ jert 
la limite is' du produit . Donc alors la série (19) sera encore convergente et aura 
pour somme le produit rr'. -, 

Dors<{uc, les termes de la série (■] renfermant une certaine variable ar, cette série ést 
ronvergente et scs différents termes fonctions continues de x dans le voisinage d’une va- 
leur particulière attribuée li cette variable, la somme s„ des n premiers termes, le reste 
r« et la somme s de la série sont encore trois fonctions de la variable x , dont la pre- 
mière est évidemment continue par rapport à x dans le voisinage de la valeur particulière 
dont il s’agit. Celii posé, considérons les accroissements que reçoivent ces trois fonctions, 
lorsqu'on fait croître X d’une quantité infiniment petite. L’accroissement de s, sera , 
pour toutes les valeurs possibles de n , une quantité infiniment petite , et celui de r„ 
deviendra insensible en même temps que r. si l’on attribue à n une valeur très-consi- 
dérable. Par suite l'accroissement de la fonction s ne pourra être qu’une quantité infi- 
niment petite. De cette remarque on déduit immédiatement la proposition suivante. 

7.* Théorème. Lorsque les differents termes de la série (i) sont des fonctions d'une 
variable x, contâmes par rapport a cette variable dans le voisinage truste valeur parti- 
ciUière pour laquelle la série est convergente -, la somme s de la série est aussi , dans 
le voisinage de cette valeur parlieulière , fonction contimie de x , 

Considérons h présent une série ordonnée suivant les puissances entières et positives 
de X , c’est-à-dire , une série de la forme 

(ai) do , tt,x , OiX' , etc -, 

et soit o> la limite ou la plus grande des limites vers lesquelles converge, pour des va- 
leurs croissantes de n , la racine n'”' de la valeur numérique de ou respressiou 

I 

(ÿ an)* • Comme la limite ou la plu.« grande des limites de 


(x 

sera « 

a «X ; 

il est clair que la série (ai) sera convergente quand la valeur numérique du produit eox 
sera mCéi'icurc à Vunité y c’esUà-diie, quand la valeur numérique de x sera inférieure 

à — , et divergente quand la valeur numérique de x deviendra supérieure à — . Ajou- 
tons que 01 sera précisément la limite de la valeur numérique du rapport si pour 

des valeurs croissantes de n cette valeur iiuiuétîquc converge effectivement vers une limite 
fixe. On peut donc énoncer cc Üiçorèmc ; 
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8.* Tbéorème. Si n désigne la limite ou la plus grande des limites de t expression 


( ± Ou ) ” , ou bien encore une limite fixe vers laquelle comvrge , tandisque n croit indé- 
finiment , Us valeur numérique du rapport 





la série (la) sera convergente pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites 


(a3) 



et divergente pour toutes les valeurs de x situées hors de ces limites. 

Si la série (aa) est convergente poiv des valeurs numéiiques de .r inréiieurcs à un 


nombre donné c, ce nombre sera nécessairement inférieur ou tout au plus égal ii — -, 

et la série (aa) continuera d’être convergCDlc quand on remplacera cliaque terme par sa 
valeur numérique. CeU posé , on déduit immédiatement du théorème 6 la proposition 
suivanto ; 

g.' Théorème. Si deux séries ordonnées suivant les puissances entières et positives de 
X , savoir 


(»4) 


a,, a,x , a,x< , 


, b,x , btX , 


sont convergentes pour des valeurs numériques de x ii^érieures à un nombre do/mé c , 
la série 

(>5) a,b,, {a.,b, a,b,) X , {a,b, -s- a,b, -ua,bo)x‘, etc. 


sera elle-même convergente entre les limites 


et Fon 
(a6) 


x = — c, = 

atwa, pour des valeurs de x renfermées entre ces limites , 

! (ao ûi J -t- ) (b, U- b,x b,x* ) 

= Otb, (floé, •+■ a,bc) X (a,b, -t- a,b, u- a,b„)x' etc 


Corollaire i Si deux ou plusieurs fonctions de x représentées par y , z, sont dé- 
veloppables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances entières et positives 
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ili: X pour do» v«lcun de x coropri»M entre les Ltnites — c , -t- e, le prodiùt^: ..... 
M.'ra , pour les mêmes valeurs de x , développable en une semblable série. 

En supposant =: s = ... , on obtient cet autre corollaire : 

Corollaire i.' Si une fonction de x représentée par y est développable en une série 
conver^jente de la forme 

y = a, a,x 0 , 1 * +• 

))our des valouis de x comprïses entre le» Umite» — c , e , 1e carré , le cube de y , 
et ses diverses puissances seront, pour les mêmes valeur» de x , développable en de sem- 
blables séries, de sorte qu’on aura 

y' =Oa' aa»a,x -f- (a a,‘) x» etc , 

y^ 3 a.*-s- 3«,'a,x-t- l,iaa‘ai-*-3aoa,')x* -s- etc. ... , 

etc 

io.‘ Tbéorême- Lorsque deux séries eonvtrgenfes, ordonnées suivant Us puissances en- 
tières et positives de x , conservent des sommes égales pour toutes les valeurs numériques 
de X qui ne surpassent pas un nombre donné, ces deux séries sont nécessairement iden- 
tiques. 

En effet, admettons que , pour des valeurs munérique» de x inférieures à c , on ait 
ronstamiuent 

<i,x a,x* -t- =b„ -*■ b,x a- i,x> ■+■ , 

041 en conclura , en supposant x eso , 


et par conséquent 


Oo aOqt , 

ai * 4 - UgT - 4 - = - 4 - biX - 4 - 


|)uU , en posant de nouveau x = o , 


<Zi s y 

et ain^i de suite. 

Conccvon:s maintenant que dans la formule (5) on attribue à la variable x uo accrois- 
sement A y dqat la valaur uuitubriquQ soit très-pctile et iiiférieiire à ceUc de 4 — x. Cette 
formule donnera 

(^7). I -t- (x -s- *)• Hr ..... •^(x J 
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et , comme on aura 

I t / • \** ta . 

1— X— « i^x\ i — x/ I— X (i— (l— X)* 

on trouvera encore 

i-*-(x-*-a)-4-(x*-4-aax-i-fit>)-*-..-4-[x"-*-f-(rt — i)flLr'*“> -*-(«— i)»ct> x"“* 

=(._r—n«r- * ) > 

puis f en multipliant successivement la somme 



1 » ft* 

i—x ( l — j)* ( I — x)’"*" 

par les differents termes du poljnome 

{ I — X") — naT""' — (n), a*x"“‘ — .... — a" , 
et ayant égard aux formules (i4) et (a6) , on tirera de l’équation (i8) 



•♦- ( 1 . 4 - ax 3x* .+• ... 4 - (n — i)x""*)a 
-I- ( 1 4 - 3x 4- 6x* 4- 4-(ft— i),x«-3)a* 

etc. 

-f a"-* 

I — X" / I— X" / I— X* (n)tX""*\ 


D'ailleurs , en vertu du 10.* tliéoréme , les coefficients des puissances semblables de a 
darront être les même* dana les deux membres de l'équation (39). On aura done encore 


1 4. X 4- X* 4- , 


I .r* 

I — X 1— X ’ 


>)i 


1 4- ax4- 3x* 4- 4- (fl— i)x"*‘ = 


(1— x)s (1 — x)s l— X ’ 


i4-3x4-6x* 4- 4-(n — i),x«-’ = 


X" fix""' (n),x""* 

(1 — x)’ (I— X)’ ( 1 — x)* I — X ’ 


etc — 


Digitized by Google 



( 5o ) 


SS 

(n),-,x— "*■ 

1— X 

D’autre part U est facile de s’assurer que la série 

(3a) 1 , (m)«_,x , (m-s-i)«_,x*, (n— O b.iX"-" , etc 

qui a pour terme général 


et généralement 

(3i) i 


i-s- («)«., X ^{m-4-i)*.,x*- 
I X" nx"** 




(I— X)" (1— x)< 


(l— x)"“‘ 


(33) , (OT-s-n — i)»_,x" , 

reste convergente par toute valeur numérique de x inférieure à l’onité. Car, pour dé- 
duire la série (3a) de la série (aa) , il suffit de poser 


a,={m-*-n— i).i.,=(m-»-n— i)., 

et l’on trouve alors 

fl,-., m— I 

fl. ~ n-*- I ~ n -t- I ’ 


Or , si l’on (ait croitre indéfiniment le nombre n , sans changer la valeur de m , la va- 
leur précédente du rapport .^^±1. convergera vers la limite n s: i . On aura donc aussi 


— = I , et la série (3a) , en vertu du tliéorême 8 , sera convergente pour les valeurs 

CP 

de X renfermées entre des limites x = — i , x = -*- i . Done , pour de semblables va- 
leurs de X, l’expression (33) et celle qu’on en déduit en remplaçant n par n — m-*> i , 
savoir , 

(34) ■ (n)„.,x—" + ' 


deviendront iulùiiinent petites en même temps que — , Par conséquent, si, la valeur 


numérique de x étant inférieure à l’unité , on fait croître indéfiniment le nombre n , 
les quantités 

X”, nx"-' , (ii)sX«->, ..... (n)„.,x*-" + ‘ 


dont les premières sont ce que devient la dernière quand on attribue successivement à ns 

les valeurs particulières i , a , 3 , convergeront toutes vers la limite léro , et l’on 

tirera Je la formule (3i) 

(35) i.+-(m)„.,x+(m.s-i)„.,x>-s-(»i-s-a)„.,x»-t- = j- ÿi? > 
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ou , ce qui revient au même , 


(36) 


-f- (i7i-i-i),a:*-*-(n) •4-a)ijr* 


(i— jr)-« 


On trouvera > par ezeinple , 

i-*-3x 6x* lox’-t- 

etc. 


(3;) 


I— X 
[ 

■(>—■*•)•’ 

( 

(— X)” 


Ajoutoiu que l'équation (35) ou (36) peut eucore s’écrire comme il suit 

, fl» m(fi»-»-i) . »«()»-*- i)(ra -i-î ) , 

(38) (i — xj-'^si-i XH 1 ix»H 1 -'x’-i-etc. 

I 1.2 1.2.3 

Si dans cette dernière on remplace x jiar — x , on obtiendra la suivante 

(3q) (l•»-x)-"' = l X-+--3 ix* :x»-*-elc. 

’ I 1.2 1.2.3 

qui subsiste , comme la formule (38) , pour des valeurs numériques de x inférieures (i 
l’unité. Enfin , si dans la formule (35) on remplace x par — , celle qu'on obtiendra , 
savoir , 

(4o) 


, , m m ( m 1 ) 

(x a)'"' = a*" — — 1 <j"“"*x*— etc. 


subsistera pour des valeurs numériques de x inférieures h celles de a , et sera préci- 
sément ce que devient la formule ( 2 ) du § 2 , quand on y remplace m par — ni. 
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§ 7. Diycloppemenls des exponentieUts e* , . 


Si , dans la formule (6) du § 2 et la formule ( 38 ) du § 6 , 00 remplace x par a , 
elles donneront 

m* O* / I \ a’ / I \ / a \ 

(') — - 

. , m*«» / I \ m^a} / I \ / a \ 

(2) (i — a)"“ = I ma I i-s- — I — I etc 

'' ' 1.2 V m/ 1.2.3 \ m/\ iH / 


Si maintenant on fait croître indénnimcnt le nombre m , et décroître indéfiniment lu 
valeur numérique de a , mais de manière que le produit 


converge vers une limite finie x , les divers termes du second membre , dans chacune 
des formules (1) et (a) , s'approcheront sans cesse des diflerTnts termes de la série 


(3) 



1 .a . 3 ’ 


qui restera convergente pour une valeur finie quelconque de la variable T. En effet le 
terme général de la série ( 3 ) sera 


et , si l'on pose 


le rapport 




^ I 
rt -H I 


convergera , pour des valeurs croissantes de n , vers la limite o> = o . Donc la série ( 3 ) 
sera convergente pour toutes les valeurs finies de x comprises entre les limites 


, I 



I 



c’est-à-dire, pour ime valeur finie quelconque de la variable x. Cela posé, en admettant 
que l'on ait 

(4) /im(m«)=a-, 
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X* X* 

( 5 ) ^ 5-^ etc 

t .a 1 .a.3 

D ]r a plus. Pour que la formule ( 4 ) entratue la formule ( 5 ) , il n’est pas nécessaire 
que DS , venant fc croître indéfiniment , conserve toujours une valeur entière. Car , si 
l'on nomma m quantité positive , qui croisse indéfiniment tandisque « diminue , 
mais de manière que l’on ait 

( 6 ) lim{it»)z=r , 

et ni le nombre entier immédiatement inférieur k /s, alors, f* étant renfermé entre les 
deux nombres m , ns-«-i , le rapport — , compris entre i et >■»'> po<»r limite 

l’unité. Donc la formule (6) entraînera les formules ( 4 ) , ( 5 ), et comme on auia d’ailleurs 

JL JL 

(I = -►«)"] -• , (i— «)-#* = 

par conséquent 

=bni(t.4-n)" , /im(i— a)*" , 

on trouvera encore 


( 7 ) 


U X* 

=fùn(i— a) ^ 


1 . 2.3 


etc. 


La formule (6) sera vérifiée , si l’on suppose 


X 



puisque , dans cette bypotbèse , on aura constamment ^ = x . Alors la formule (7) 
donnera 

^ — — 

fini(i-»-a)" =liin(i— a) *=ci+x+-^^— ^ etc. 

puis, en réduisant x à l'unité, et nommant e la somme de la série ( 3 ) pour x=t , 
en sorte qu’on ait 

(9) e = I 1 .4- -î— .f. — î— ^.4- =2,7182818 , 

1.2 1.2.3 ' ’ 
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f.54 ï 


.-J... .. 

On aura par suite «• ■ - ■ i j • • 

» J! 

• - 'T‘ 

(il) /i»i(i o)*‘ = Whi(i— a) *=e’, 

et l'on tirera île' la formule (ii) jointe à la formule (â) 


.... J 
J * 


(12) 


r' = n- X H etc 

I .* 1.2,3 . . 


Le nombit! e est celui qui seii de base au système des logaritbuics qu'on appelle ' hy- 
perbolûfuet ou Népériens. L’équation (ta) qui fournit le développement d'une espQoen> 
tiellc de la forme e* en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de x , 
subsiste , quelle que soit la valeur finie attribuée à la variable x. 

Si , a étant positif, on prend x=ma , les fonnules (t) , (a) donneront 


(i.^o)* =r I H-x-i- ^1 H ( ' — ) 

i.a\ m/ i.a.3\ "»/\ "•/ 


(i3) 


(i.»»») * = I X .*■ 


— A Wi.*. etc. ... . 

I . a \ ni ^ i.a.3 \ "> / \ ni J 


et de ces dernières, comparées à l'équation (la), on tirera 

X * 

(14) (i-i-a)“<e' <(!—») * , 
par conséquent 

-• •• I - I 

(15) (i.i-a)“<c <(i — «) *. 

La formule (iS) iiÜMista pour une valeur positive quelconque de a. 

Observons encore qu'eu vertu de l'équation (la) , la formule (7) sera réduite à 

(16! //m(i .U «)^ = /i/n(i — o) ** = e' . 

Donc l'équation (6) entraînera toujours la formule (16). 
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Soit maintenant A une quantité positive quelconque. Désignons , & l’aide de la lettre 
caractéristique L , l«s iogarithnet pris dam la sptéiaa dont la bsuc eü ^ , et é l’aide 
de la lettre caractéristique 1 les logarithmes Népériens pris dans le système dont la base 
est r . Enfin soit 

(. 7 ) a = lM)=^^ • . 

' ‘ t 

le logarithme Népérien de A, On aura ' ) 

. ; * 

(i8; A = e‘ , 


et par suite 

(• 9 ) 


A* =e**=: I -*-ajr .+• 


I .a I .3.i 


«c. 


ou , ce qui revient au même , 


. i 


I .a 1 . 3.3 


Cette dernière fonmrle , comme l’é<jMtk)ft (fa), pour ime vàlew fime 

conque de la variable x. ^ -- 


* Le logarithme x = L(j^) du nombre^, dans le système dont la base est A y nVst 
autre chose que Pexposant x de la puissance a îaquellc il faut éfever A pour obfertii 
cest-i-dire , la valeur de y propre a vérifier roquation 

t 

jr=: A* . 

Cela posé, soient jr' = L’(y') et é=L'(y^) les logarithmes de r et de A, relativement 
à une nouvdle blue A' distincte A, On aura , 


et par suite x" ^bx 


.1 = A'^, A^=A‘^”, 



Donc le rapport entre les logarithmes r de y' , dans denx systèmes diflérenti , coiw 
serve la même valeur b , quel que soit y . Si l’on pote en particulier /<' rf e , on tronvera 


“L(e)’ 
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Soient 


(>) 


8. Ha 'séria dottiles ou muUipks. Nombra de Bemoulti- 


^9i I ï M<ÏJ » > 

W|>®> Wijij U|y«) 
*<» JO» W> J I > U» I 1 J 

etc 


des quantités quelconques rangées sur des lignes horizontales et verticales , de manière 
que chaque série horizontale ou verticale renferme une infinité de termes. Le système 
de ces quantités sera ce qu’on peut appeller une sérié double , et ces quantités cUes- 
mêmes seront les différents termes de la série , qui aura pour terme général 


> m* 

m , m' désigztant deux nombres entiers quelconques. Pareillement on peut imaginer une 
série triple dont le terme général 


ftm y m* , m" 

serait tine fonction donnée des trois indices ou nombres entiers m , m' , m" , une série 
quadruple ..... et finalement une série multiple dont le terme général serait une fonction 
de divers indices m , m' , m" , m'“, chacun de ces indices pouvant recevoir successi- 

vement les valeurs entières 

o,i,a,3,4> 

. . J 

Cela posé , nommons s» la somme formée par l’addition d'un nombre fini ou même 
infini de termes de la série multiple , cette somme étant composée de manière qu'elle 
l'enferme au moins tous les termes dans lesqueb la somme des indices est inférieure à 
n , et que janruis elle ne comprenne un terme correspondant à des indices donnés sans 
renfermer en même temps tous les tei'mes qu’on en déduit en remplaçant ces mêmes 
indices , ou quelques uns d’entre eux , par des indices moindres. Si , toutes les fois que 
les deux conditions précédentes sont remplies , la somme s, converge , pour des valeurs 
croissantes de », vers une limite fuc s , la série multiple sera dite comvrge/Ue , et la 
limite en question s’appellera la somme de la série. Dans le cas contraire la série mul- 
tiple sera divergente , et n’aura plus de somme. Si , dans le premier cas , on pose 

(») z = z,-*-r„. 
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r. cera le reUe de la série multiple, et ce reste, qui représentera ce qu’on peut nom- 
mer la somme de tous les termes non compris dans s, , deviendra infiniment petit pour 
des valeurs infinim ent grandes de n , Enfin , si l’on pose dans le même cas 


( 3 ) 


V, = r. — s,, 


V. = rj — Il , 


etc. 




et généralement 

( 4 ) Su I 

la série simple 

(5) ■v,,v,,v,, 


sera elle-même une séné convergente qui aura pour somme s, pour terme général v,, 
et pour reste r, . 

Comme , d’après ce qu’on vient de dire , les termes non compris dans la somme s,, 
se réduiront soit aux différents termes dans lesquels la somme des indices est au moins 
égale À n , soit li une partie de ces mêmes termes , on peut évidemment énoncer la 
proposition suivante. 

I." Théorème. Une térie muUiple sera convergente, si dans celte série les termes ok 
la somme des indices devient au moins égale à n , étant ajoutés les uns aux autres en 
tel nombre et en tel ordre tjue ton voudra , fournissent une somme t/iti devienne infini- 
ment petite pour des valeurs infiniment grandes de n. Il T plus. Si tous les termes 
de la série multiple sont positifs , cette série ne pourra être convergente sans que la 
condition que nous venons d’énoncer soit remplie , et, dans ce cas, on pourra évidem- 
ment , sans détruire la convergence de la série , changer les signes de tous ses termes 
ou de quelques uns d'entre eux. On peut donc encore énoncer cet autre tliéorcmc. 

a.' Théorème. Une série multiple est toujours convergente, lorsijue les valeurs mimériques 
de ses différents termes forment une série convergente. 

Si les différents termes de la série proposée étaient les uns positifs , les autres néga- 
tifs , il pourrait arriver que la série iiftt convergente , et que les termes dans lesquels ht 
somme des indices serait au moins égale à n , étant ajoutés les uns aux autres dans un 
certain ordre , ne donnassent pas toujours une somme infiniment petite pour des valeurs 
infiniment grandes de n . cette remarque est applicable même aux séries simples. Ainsi , 
en particulier , si l’on coiuidère la série simple 


(6) 





t 

X , etc 

n -t- t ’ 
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on aura 


( 58-) 


(;) 


I I I 


et , comme les valeurs numériques des difTérences 


(8) 


^ü-4-1 5» — T 


^«*+•8 


etc. 


= L_\, 

\n •*’ i H 2 / ' 

— / * î I \ 


seroBt toutes renfermées entre les limites 


(9) 


n I 


n I n 2 


<|ui da^iinent înliniffleDt petites pour des valctirs în6nimcnt grandes de n , on peut 
.'iffiriner que la somme 5« convergera pour des valeurs .croissantes de n vers une limite 
6&e s , et que la série (6} sera eonvergente. Mais si , au Fieu d*a)Outer les uns aux autres 
les termes 


I I I 

qf - f f ± ^ 4 > 

n«vi n-^2 n^3 


etc. 


pris dans l*or^e où ils se trouvent , on rennit à intervertir rct ordre en choisissant 
parmi eux des tormer lAetés du même signe , par exemple , les suirants 


t = ± 

a an 3 n 


a:— , X 7 , . 

n >f- 2 n 4 

la valeur uuiiiéiii|ue de la somme de ce* derniers tenues , savoir , 


n 2 n ^ 4 

surpAssernit évidemment le produit 


in 
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«t enterait d’étie iafialmcnt ^tite poor des valcuii ù^oiment grandet de n. 
-■LorHja'ona idtie multiple eit uniquement compotéc de termes potUib, alors, pour que 
la condition énoncée dans le premier tlicorêmc soit remplie , et par snite pour qu'on 
soit assuré de la convergence de la série , il suffit évidemment qu’en adoptant , pour 
former la somme désignée par s, , an des dilTércnta modes qui peuvent satisfaire aux 
ronditions précédemment indiquées, on obtienne une valeur de s, qui converge vers une 
limite fixe s, tandisque n croit indéfiniment. De cette remarque , jointe au tbéorcme a, 
un déduit inunédiatement la proportion suivante. 

3.* Théorème. Nommons s, la somme former par Caddilion d'un nombre fini ou même 
infini de termes d’une série multiple , celte somme étant composée de manière qu’elle ren- 
ferme au moins tous les termes dans lesquels la somme des indices est inférieure an, 
rt que jamais elle ne reiferme im terme correspondant à des indicés donnés , sans ren- 
fermer en même temps tous les termes qu’on en déduit en remplumant ees mêmes indices 
par des indices moindres. Si , dans tm cas particulier où cet deux conditions soient rem- 
plies , la somme s, et celle qu’on obtient en substituant aux différents termes qui la 
composent leurs valeurs numériques , coneergeni Fune et l’autre vers des limites fixes , 
il en sera de même dans tous les cas , rt la série proposée sera convergente. 

Scholie. 11 est important d’observer que les deux sommes dont U s’agit ici con- 
vergeront vers des limites fixes , si la série (5) et celle en laquelle la série (5) se trans- 

fonne lorsqu'aux sommes de termjs désignées par v» , v, , r» , on substitue les 

sommes des valeurs numériques de ces mêmes terme*, sont l'une cl l’autre convergentes. 

Considérons, pour fixer les idées, une série double, par exemple, la série (i): Si 
cette série est convergente, alors, en prenant pour s, la somme des termes dans lesquels 
les indices offrent une somme inférieure à n , on trouvera 

( * t>) V„ = Uiff „ ^ U, , g-i .4... "V Uj,., , 1 ^ Ua ,o , 

et la série (5) , réduite à 

( r I ) Ua , O , Ug ,j, s- iti f g f Ugf g ■+• Ui , I ^ fSy ,0 , etc. ..... 

sera une série simple convergente , dont la somme s ne différcta pas de celle de lu 
série double. Si , dans le même cas , on prend pour s. la somme des terme* oii le premier 
indice est inlérieur à n , on trouvera , , 

(ta) X’a — ^ Ua , 0 "S" Ua , , Ua | a “+■ elC» .—44 , ,, 

par conséquent chacune des série* horixontales comprises dans le tableau n.° t sera con- 
vergente , et les sommes de ces séries convergentes , savoir , 

(i3) u„„ u„, , u„, -«• etc., u,„ U.,, U,,, etc., u,,, u,,, ii,,, etc, — 


0 
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formeront elfet-m^mes one nouvelle (irie convergente dont la somme sera encore s. 
Enfin, si l’on prend pour s, la somme des termes de la série double où le second in- 
dice est inférieur ù n , on trouvera 

(i 4 ) t>, = uo„ -► U,,. -t- «,,, -I- etc ; 

par conséquent cbacune des séries verticales comprises dans le tableau n.* i sera con- 
vergente , et les sommes de ces séries convergentes , savoir 


(i 3 ) M.,o -t- Ui,« -t- etc., !(.,■ -s- «1,1 etc. u,,, •»• «,, • -t- «,,> .4- etc., ... 

formeront à leur tour une nouvelle série convergente dont la somme sera encore t. Ajou- 
tons que du tbéorême 3 et du KhoUe placé li la suite de ce tliéoréine on déduira im- 
médiatement la proposition suivante : 

4.' Tbéorême. Si des trois séries simples (il), (i 3 ), (i 5 ) (une est convergente, et de- 
meure convergente , tandisifue Von remplace les quantités «0,0, «>i», «<>>■ , «>,• etc. 
par leurs valeurs niwsériques , les deux autres seront pareillement convergentes , et la, 
série ( I ) sera une série double cottvergente, dont la sostime ne différera pas de celles des trois 
séries simples dont il s’agit. 


Pour exprimer que i représente la somme de la série (1) supposée convergente, nous 
écrirons simplement 


(16) 


S 1/0 y O y I ^9 ) t etc* »•* 

H- M,,o M|,I «Ifi etc, ... 
^ Uftjo ^ ^ etc. ... 

etc. ... 


Soit ma'mtenant z une fonction de deux variables x, y . Pour que cette fonction soit 
développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances entières et po- 
sitives de X , y , c’est-à-dire , en d'auties termes , pour que z puisse être considéré 
comme équivalent à la somme d’une semblable série, il ne suffira ps», comme on pourrait 
le croire au premier abord , que z soit développable en une série convergente ordonnée 
suivant les puissances entière* et positives de x* , et le coefficient de chacune de ces 
puissances en une Série convergente ordonnée suivant les puissances entières et positives 
tle y , en u>rte qu’on ait 

(17) Z =11, .*• M,.r -n(,x* etc , 
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H, 5= J.,0 -t- da,,}' flou/’ etc 


(i8) 


«t par suite 
(' 9 ) 


i a, = a,„ a,,,x tU: 

[ u, = a,,,-^dt,,x-*-a,,,}-'-t-etc 

! z = a„,i, -t- do,j' Uojsj'* ... ■*■ (a,,, di,,y -i- a, .f- ..,) x 
(a«,o dti,y ■*■ à,,, y' ...);r> -t- etc 


Mais , en vertu du tliéorûmc 4 > ‘ ^era eflectircment développable eu une série couver^ 
gente ordonnée suivant les puissances entières et positives de ^ , je veux dire, que 
s sera la somme de la série douille 


(lo) 


y 

'*»»» y 

d„,.y‘, 

etc. 



Ui,*ay, 

etc. 

f 0 X* f 

«•■1 ^‘y, 

«».> ^J'‘> 

etc. 

etc 





si le second nombre de la foimnle (19) conserve une valeur finie et déterminée , lorsqu'on 
y remplace les variables x , y et les coefficients 


dft ,Q, ^siii ...» Oi,i, *, n,,o, etc. 


par leurs valeurs numériques. 

Pour éclaircir ce qu’on vient de dire par des exemples, concevons d’abord que l'on 
veuille développer , suivant les puissances entières et positives de ar , y' , le produit 


_ I I 

I — X i—y • 

Alors , pour des valeurs de x , ^ propres à remplir les deux conditions 
(ai) x*< I , y'» < I , 


on aura 



(a 3 ) — ! — 3 I ^ V V* etc 

I — y 
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«t par suite 

(î4) 7^7 ~ * •♦■ •••) ■*-x(i-t-^-t-j'*-f- ...)-•- —)-^etc. ... 


Or comme la formule (i4) continuera de subsister quand on y remplacera les variables 
X , y par leurs valeurs numériques , on peut affirmer que , si les conditions (a i ) sont 
remplies , le produit 

I I 

1— X I — y 

sera développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes 
de X , J' , en sorte qu’on aura 


(a5) 


I— X I— ^ 


= I -t- ^ y' etc 

X -4- J’- ay* •+• etc 

^-x‘ -♦•x*y-*-x*y* -4- etc. 

-4- etc 


qu' alors atusi chacune des lignes horizontales ou verticales comprises dans le second membre 
de la formule (a5) olfriia une série simple convergente , et qu'il en sera encore de même 
de la série simple 


(î 6 ) 1 , X -*-y , x> -I- xy -t- y» , x’ x*y xy* -t-y* , etc. 


ce qu’on peut aisément vériTier en écrivant les divers termes de cette dernière comme 
>1 suit 


( 27 ) 





etc. 


Considérons en second lieu la fonction 


I 

* “ 1 — X— y ■ 

Si l’on suppose remplies les deux conditions 

J • < I , X» < ( I —y )• , 

I I X X* 

— •- 7 T Tj -4* etc 

i— X— y I — y (I— y)* (r— y)» 


(a8) 

on aura 

C’9) 
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^ = I -4- X*-*- etc , 

^ ^ J^y ÿ = I -t-3/ -4- 3^> -4. 4^> -H etc , 

^ ^ ^ = 1 •4- 3^ -*- 6x' •*■ I oj * -4- etc , 

etc 

et par suite 

(3i) -■■ ' = I -¥-x •• •*• x{t ■*• ’>J' •*• 3^* -4- ..)-*- jr»(i -4-3/ ■*• 6/*-4- ...) •4- etc. ... 

X f 

Toutefois on ne saurait conclure de la formule (3i) qu’on ait toujours , quand les con- 
ditions (id) sont remplies 

I , 

— — — = !+■ X x‘ *tc. ... 

I — X — X 

-t- X i XX -4- 3 XX' 4 xx' -4- etc. ... 

-I- X» -4-3x*^ -4- 6x>^* -4- lox'j'-’ •+• etc. ... 

x*-4-4x*J' -4- lox*^* aox'j'* -4- etc. ... 

-4- etc. «... , 
et qu’en conséquence la série simple 

I, X X t X' 3 xy X* t x^ i x'x 3 xy' -** J'* j etc 

c'est-i-dire la progression géométrique 

{x-t-xY, (x-*-yy, etc 




soit alors uccessairement convergente. Car il est risible que cette progression sera di- 
vergente , lorsque les variables X , y étant négatives recesTont des valeurs numériques 
inférieures h l’unité , mais dont la somme surpassera l'unité , par exemple lorsqu’on 
supposera 



et par suite 


X -t-x — — 


4 

3 ■ 
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Alor> cependant le» condition» (î 3) seiont remplies. Mais, si, la valeur numérique de y 
étant inféi'ieure à runité , la valeur numérique de x ne surpasse pas la plus petite des 
deux quantités 

I 

Ja formule (3i) continuera de subsister, taiidisqu’on y remplacera les variables x , 
par leurs valeui-s nuinériques , et entraînera l'équation (3a). 

Concevons à présent que , pour des valeurs numériques de X inférieures à c, la fonction 
7' de X puisse être développée en une série convergente ordonnée suivant les puissances 
entières cl positive» de x, et que, pour des valeurs numériques de y inférieures à c', 1a 
fonction s de y puisse être développée en une série convergente ordonnée suivant les puis- 
sances côtières et positives de y, de sorte qu’on ait, entre les limites x = — r , x=c, 

(33) y =z a„ a,x -t- OiX' -t- etc , 

et , entre les limites y = — e' , y = c' , 

(34) Z = fc,y -4- 6,y> etc 

Les quantités y» , y’ , etc. ... pourront elles-mêmes, pour des valeurs numériques de x 
inférieures à c , être développées en séries convergentes ordonnées suivant les puissances 
entières et positives de x , & l’aide des formules 

! y> = Oo* ia„a,x { aa„o, -t- a,*) x> etc , 

y* 3ayu,x (3uo*<r, 3a, a,') .r* etc. ..., 

etc 

(voyei le § 6, 9.' tliéorême , corollaire a ] , et l'on aura par suite 

(36) Z = b, 0, {a, X- a, X u,x* -t- ...) -*■ b, (a„* -t- za,a,x -t- ...) etc 

Toutefois on ne devra point conclure de la formule (36) que s soit développable en une 
série convergente ordonnée suivant les puissances entières et positives de x, et que l’on ait 

(37) z = b, -t- a,b, (lyê, ... [a, b, 3 a, a, b, -4- x {a,b, -t- ...)x* etc. 

pour toutes les valeurs numéniques de x qui, étant inférieures à c, fournissent des va- 
leurs numériques dey inférieures li c'. Mai», en vertu du théorème a , la formule (37) 
deviendra, pour une valeur donnée de x , une conséquence nécessaire de la formule (36) , 


Digitized by Google 


( 65 ) 

•i les séries comprises dans les seconds membres des formules (33) , (34) restent con- 
vergentes quand on réduit chaque terme h sa valeur numérir|uc après avoir substitué 
dans la première série la valeur donnée de x , et dans la seconde série une valeur de j 
égale à la somme des valeurs numériques des termes de la première série. Or c’est ce 
<pii arrivera nécessairement , si l’on attribue à .r une valeur numérique inférieure à 
c , et pour la<|uelle la somiiie des valeurs numériques des termes de la première série 
soit inférieure à c‘. On peut donc énoncer la proposition suivante : 


5.' Théorème. Supposons que , pour des valeurs numériques de x inférieures à e , y 
soit développable en une première série convergente ordonnée suivant les puissanees en- 
tières et positives de x , et que , pour des valeurs numériques de y inférieures de', z 
soit développable en une secorule série convergente ordonnée suivant tes puissances entières 
et positives de y , z sera développable en luie nouvelle série convergente ordonnée suivant 
les puissances entières et positives de la variable x , pour toute valeur de celte variable 
choisie entre les limites —c , -i- c de telle manière que la somme de iHtleurs numériques 
des termes de Ut première série soit inférieure à c' . 


Supposons , 

(38) 
et 

(39) 


pour fixer les idées , 

y = t — 




On tirera de l’éqnation (38) , pour une valeur quelconque de U variable x , 


(4o) 



X 

a. 3. 4 


et de la formule (Sq) , pour une valeur numérique de y inférieure ii l'unité , 
(40 î= I -s-j» etc 


On aura donc 


/x X» x’ \ /x .X» X* \« 

* = ■ -"U -773 "^ 71:4 “ •••)"( >-rTï"r.TT4” -) 

par cousequent 

f T fx X* \ / X* x^ 5 X* \ 


clc. 


( 43 ) 
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pour toutes tes valeurs de x qui rendront ^* < i , c'est-ï-dirc pour toute valeur positive 
de X , et ]tour toute valeur négative comprise entre les limites o, — i ,a5o ... , le nombre 
i,i5o ... étant la racine positive unique de l'équation 


(Î4) 


X 

3 


X* 

3.3 


X» 

3.3.4 


etc. 


' . 


er — I 

ou = 3 . 

X 


Or il ne résulte piis de la formule (43) que la fonction 


soit développable , pour toutes les valeurs positives de x , en une série convergente or- 
donnée suivant les puissances ascendantes de x , et que l'on ait par suite , en prenant 
X > O , 



ou , ce qui revient au même , 

X I I X* 1 X* I X* 

(46) =1 - X jr T 5 7 -4- — ■ ■ .. — etc. .- 

I — c"-* 3 0 1.3 Joi. 3 . 3.4 4' '•*•3. 4-3. 6 

Mais , en vertu du théorème 5 , la formule (4a) ou (43) entraînera l’équation ( 46 ) si la 
valeur positive ou négative de x est comprise entre les limites 

— i,35o , •+• i,35o 


puisque alors les valeurs numériques des termes de la série comprise dans le second 
membre de la formule (4o) fourniront une somme inférieure à Tunité. 

En calculant les coefficients des diverses puissances de x dans le second membre de 
la formule (45) , ou s'assure facilement que ceux de la troisième el de la cinquième 
puissance se réduisent & zéro. Or on peut démontrer qu'il doit en être de même des 
coefficients de toutes les puissances de degré impair supérieures il la première, c’est-à-dire , 
que la différence 


( 4 :) 
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déreloppce tuivaDt les puissances entières et positives de x doit uniquement renfermer 
des puissances de degré pair. En effet cette différence pouvant s’écrire comme il suit 


( 4 B) 


i I -t- 

—X 

a I — e"-* 


(ef^e-f) 


ne change pas de Taleur, quand on 7 change le signe de x . Son déreloppemeut, devant 
jouir de la mèmé propriété , ne saurait renfermer les puissances impaires de la variable x. 
Observons encore que l’expression 


( 49 ) 


1 . 1.3 


.1 . 3 .4 . 5 


’ etc. 


X' 

■773 


X» 


1 . 3 . 4 . 5 


• etc. 


pouvant être présentée sons la fonne 


V1.3 


X* 


3.4.5 




X* 


1 . 3 . 4 . 5 



pour toute valeur numérique de x inférieure au nombre 1,179 c'est-ù-dire à la ra- 
cine positive de l’équation 


( 5 o) 


X* xs 

773 1 . 3 .4 • 5 


«te = t , 


ou 


(JC — fx 


a 


sera dans ce cas , en vertu du Uiéorême 5 , développable en une série convei^cnte or- 
donnée suivant les puissances ascendantes de x. Donc la fonction 

X 

M X 

c"* — c T 


que l’on déduit de l’expression (4q) , en remplaçant x par — , et par suite l’expres- 
sion (48) seront développables en séries convergentes ordonnées selon les puissances en- 
tières et positives de la variable x pour toute valeur numérique de cette variable infé- 
rieure au nombre 4,35 ... = i (1,179 ■■■ )‘ la formule (46) subsistera, pour toutes 
les valeurs de x comprises entre les limites 

X = — 4)35 X = 4,35 
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Il y R plus. Comme , pour de tcUet valeurs de r , le produit de la tomme 

I I X* I X» I x‘ 

1 ^ ' X + rr — — ^ T” — — — — ~ —a eic. 

’x oi.a 301.2.3.4 


p»r U düTcrencc 
savoir , 


I — er* à laquelle on peut toujours substituer son développement , 



se réduira identiquement à X, en vertu de la formule (46), on peut affirmer que celte 
formule subsistera pour toute valeur de x inferieure au nombre c , si ce nombre est 
tel que la série 


I IX* I X* I x^ 

61 . a’ • 3ui.a.3.4’ 4'''a*3.4-5.b’ 

reste convergente entre les limites x = — c , x zz c . Donc , par suite , la formule 

,, . e' -s- C-* I a*x* I asx* i a*x* 

(5l) X— = I -I- rr 5 J J— Ctc , 

e* — «■* bi.a 3oi.a.i.4 4*t-ï*3-4-5.6 

que l'on déduit de l'équation ( 46 ), en y remplaçant x par ax, subsistera pour toutes 
les valeurs de x comprises entre les limites x = — ac, x=ac. Nous prouverons plus 

tard que le nombre c , dont il s'agit ici , est précisément égal à ^ • 


Quimt aux facteurs numériques 


(5a) 


6 ’ 


3o ’ 


4a ’ 


etc 


qui, dans les seconds membres des formules (46) et (5i), se trouvent pris tantôt avec le 
signe -H, tantôt avec le signe —, et multipliés par les divers termes des développements 
des fonctions 

r.'* e"»* 


Us sont ce qu’on appelle les nombres de Bernoulli. 
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$. ç). Sommation des puissances entières des nombres naturels. 

Volume d’une pjrramide A base quelconque. 

A l’aide de« principe» établis dans les paragraphes précédents , on peut aisément dé- 
tenniner la somme des m"*‘ puissances des nombres naturels 


savoir , 

(>) 

En eifet , comme on a 


I > > . 3 1 n , 

I i«* -4- 3™ -t- n"* = S ( n"> ) . 


n(/i-t-i) = n> -4-M , 
n (« -4- i) (n -4-a) = n^-t- 3n*-4-a/i , 
h(/i -4-i) (n -4- a) (n -4- 3)=n‘ -4-6n’-4- 1 1 , 

etc 

les fui mules (lî) du § i." doniieioiit 




S(«*)-4- S(/l) = 


S(«t)-4- 3S(«*)-4- aS(n) = 


S (n*) -4- 6 S (il’) -4 - 1 1 S («•) -4- (! S (n) = 

etc 

et par conséquent 

n(n -4-i) 


;i(n -4- i) (rt a) 


n ( n -4- 1 ) { « -4- a ) ( « -4- 3) 


n(n-4- i)(rt-4-a)(«-4-3)(n-4-4) 


S(n)=- 


S(n*) = 


/I ( n -4- 1 ) ( n -4- a ) n (« -4- i ) n ( n -4- 1 ) ( a n -4- i ) 


3 


a . 3 


(3) 


S {«») = 3) _ «(n-4-4Ha«-4-i) _ „ ^ _ ^ n{ii->-i] y 

S(n.) = -K , ^ , 3n(n-4- . ), 


etc. 


Digitized by Google 



ou , ce qui revient au meme , 
I a-*-3-*- 


{ 7® ) 

n(rt I ) 


-f* n‘ = 


n(n -4- I ) (irt -4- i) 


3 . 3 


( 4 ) 


n[n-»- i)(an-*-i ) (3n*-»-3rt— i) 

-► n' = 5 — I 

2.3.5 


i-t-4^9-t- 

. /«(«-t-OV* 

I -t- 8 -H 2J -*-«»= I I , 

1 -4- i6 -4- 8i 

etc 

H est bon «l'observer qu’en vertu des formules (4) on aura 

(5) 1 8 -4- aj -4- -4- n* = ( I -4- a -4- 3 -4- 

Ainsi , en particulier , on trouvera 

I -4- 8 -4- 27 -4- 64 =( I -4- a - 4 - 3 - 4 - 4 )*• 


On pourrait facilement déduire les formules (3) ou (4) de l'étjuatiou («4) ou (i5) du 
§ 5. Effectivement, si l'on pose x = n dans l’équation (|5) du § 5 , on en tireia 

n"' = n (h -4- 1 ) ... (n - 4 - »i — 1 ) — - J' - îJ n (« . 4 - 1 ) .... (n - 4 - «1 —a) -4- ... 


n)>. 


(C) 


± n (m -4- I) (« -4- a) X n (n -4- i) x n, 


et par suite 


S («"*) = S [« {« -4- 1 ) ... (n .4- « 1 — 1)3 — ^ "* ^ S [n (n - 4 - 1} ... (n m — a)]-4- ..« 


(7) 


3m-i _ j»i , 

± S[n(n -4-i)(n -4-2 )]t • 


S[/i(n-4-i)]a.S(«) , 


puis on conclura de cette dcniièrc combinée avec les formules (i5) «lu § i.’’' 
c/ n(« - 4 - l)...(n - 4 - m) m — 1 

S(n" ) = — ^ ^ — n (n - 4 - 1 ) (n - 4 - m — 1 ) 


(«) 


3" — 2" -4- 1 n(n - 4 - 1 ) (n a)(n -4-3) a"'"' — i n(n - 4 - 1 ) (n -f-a) n(n - 4-1 ) 

; ^ ^ J ' 3 - - • 
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( 7' ) 

En opérant de la même manière , on tirera de la formule (i4) du § 5 


S ( n" ) = 


(ii-Hi)n... (n — m-i-i) m — i 


(n-f i) n (n — m -n) 


(9) 


S"’-' — a" -f-i (« -*-0n(n— 0(n— a) a”*'-*-! (n •4- i)n(n— i) 


1.3 4 1 3 a 

Si , dant l’une dei formulei (8) , (9) , on pote niccCMiTement 

m = i, m = a, m = 3, etc 

on retrouvera précisément les formules (3) ou (|]. 

On pourrait encore faire servir les nombres de Bernoulli au calcul de la somme S^n”). 
En elfct cette somme est évidemment le coefficient de 


. a . 3 ... m 


dans le développement du polyuomc 


(10) 


e' e»' e"^ = ev- 


gKT — , 


suivant les puissances ascendantes et entières de la variable x. On a d’ailleurs , quel 
que soit X , 


( n* X n> X* \ 

fl aas«* I • 

I . a I .a .3 / 


, , n>x* n^x* 

(il) e"^— i=Fix-4- 1 etc. 

I .a I . a . 3 

et, pour des valeurs numériques de x inférieures à i,aSo ( voyez le § précédent) 

(ta) — = — r — r-? — î — r— t-tt-?- — ete. .,..r 


X ■ I I X* I X* I X” 

I — C--V “'"^a ^"*'6 i.a 3o i.a.3.4"^4> l■a.3.4•5.t> 


les coefficients 


I I _i_ 

S ’ 3o ’ 4* ’ 
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( 7» ) 

que renferment le ' tTtusijme terme et les soiranls , étant prcciséaient Us oomlM'ei de 
Dernoulli. Cela posé on tirera de la formule (lo), pour des s'aleurs numériques de x 
inférieures à i,i5o > • • 



-S(n")-*- etc ». 


K l IX* I X* I X* V 

' l 6 i.a 3o 1 . 1 J .4 4i ' "/ 


puis , en développant le second membre de la formule (i3) suivant les puissances ascen- 
dantes et entières de la variable x , et égalant entre eux les coefficients des puissances 
de même degré renfermées dans les deux membres, on trouvera 



Les deux prcmièics des formules (4) ou (i4) fournissent le mojen de calculer le noinbic 
des boulets dont te composent des |ùles à base car rée ou rectangulaire telles qu’on les 
construit dans les arsenaux -, et d’abord , si des boulets sont distribués dans plusieurs 
coucbes superposées de manière à figurer une pyramide a base carrée , le nombre des 
boulets compris dans cette pyramide se trouvera évidemment détcirniné par la seconde 
des formules (i4). De plus, si le caiTé qui servait de base à la pyramide, et dont chaque 
côté renfermait n boulets , sc change c‘* un rectangle dont les deux côtés renferment 
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( 73 ) 

le premier n , le recoud « -*- m booleti , et la pjrainidc 'cUe'ménte en on priruie 
tronqué terminé supéiieuremcnt non par un boulet unique , mair par une file de m-4>i 
boulets placés ù la suite l’un de l'autre , le nombre total des boulets contenus dans le 
prisme tronqué sera ésideinmeut 

n {m -t- n) / 


= Hi S (n) -»■ S ( n») = ^ S («) , 

ou , ce qui revient au même , 

1 n l\ n (n I) 


(. 6 ) 


( 1 n l\ 


La formule (tO) fournit la règle connue, en yertu de laquelle on obtient le nombre des 
boulets que conlicnt une pile à base carrée , en multipliant le facteur 

« (ft -*• 0 
% 


c'esUà-dire , le nombre des boulete coraprU dans Tune dos faces obliques et triangu- 
laires de la pile , par la somme 

I 


c’est-à'dire par le tiers du nombre des boulots compris dans rareté c}ui termine la pile 
et dans les côtés de la base parallèles à cette arête. 

Si, après avoir divisé par les deux membres de la formule (Ô), (9) ou (r 5 ), on fait 

croître indéfiniment le nombre #1 , le rapport ^ et scs diverses puissances s'approchant 

alors iiidcfinimeut de la limite zéro , on trouvera 


(■■) 


liui 


S{«*) 


I 

/n •+■ I * 


Aiusi, en (wticulier , si l'on ^k>sc successivemeot /nsi, m s a, etc. oa troureia 


Cl 8) 



lim 

(' 9 ) 



lim 

etc 





n* 2 


n} r 3 ’ 
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( 74 ) 

On peut appliquer lea formule! (i8) et (19) à l'éraluation de la lurfiace d’un tiiaaglc 
ou de la ioliditd d’une pyramide , en opérant comme il (uit. 

Coniidéroni d'abord un triangle dont la baie loit B et la hauteur JI. Difiton! cette 
hauteur H en n parties égale! à 


par ;i — 1 droites parallèles k la base B , Les portions de ces droites qui te trouveront 
leuferinéet dans le triangle seront respectivement 


la valeur de 0 étant 


b , ab , 3b (n — 1 )é , 


(îi) 



Cela posé , concevons en premier lieu que les deux angles du triangle adjacients à la 
base B soient aigus. L’aire du triangle sera vrideniinent sui>érieure & la soimne des aires 
des retangles inscrits qui auraient pour bases les longueurs 

b, ab , 3b, (n — 1 } 6 , 

et inférieure ii la soinmc des aires des rectangles circonscrits qui auraient pour bases les 
longueurs 


b, ab , 3b, (n — i)A, nb = B, 

le hauteur de cltaquc rectangle inscrit ou circonscrit étant la distance h entre deux pa- 
rallèles consécutives. Donc si l’on prend pour valeur approchée de l’aire du tnangle la 
somme des aires des rectangles circonscrits , savoir , 


(aa) 


bh a bh ■¥■ nbh = S ( n ) = — - B H , 


JB II 

l'erreur commise sera inférieure li l’aire nbh = du plus grand des rectangles cir- 

BH 

conscrits. Si maintenant on fait croître indéilniment le nombre n , l’erreur commise 

' n 

décroîtra sans cesse, et la limite de l’expression (ai) , qui sera , en vertu de la for- 
mule (18) , 

(a 3 ) ].BU, 
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ofTi'ira la véritable valeur de l’aire du triangle proposé. 

Si l'un des angles adjacents k la base B devenait obtus , on arriverait encore aux 
mêmes conclusions en substituant aux rectangles ci-dessus mentionnés des parallélogrammes 
construits sur les mêmes bases , et dont les côtés pourraient être parallèles it l'un des 
côtés du triangle donné. 

Considérons à présent une pyramide à base triangulaire ou polygonale. Nommons B 
la base de cette pyramide , // sa hauteur , et divisons cette hauteur en n partions 
égales à 


(i4 ) 


h = 


n 


par n — i plans parallèles à celui de la base B, Les sections faites par ces plans dans 
la pyramide seront semblables 2 i la base B , et les aires de ces sections seront respec- 
tivement 

!> , 4 * » 9 * > ('* — ')’* 7 


la valeur de 6 étant 



Cela posé , le volume de b pyramide sera évidemment supéricar it la somme des vo- 
lumes des prismes inscrits qui auraient pour bases les sections dont il s’agit , et inté- 
rieur à la somme des voluittes des prismes circouscrits qui auraient pour bases les mêmes 
sections et la base de la- pyramide , la liauteiir de cliaque prisnre étant la distance h 
entre les plans de deux sections voisines , et scs côtés étairt parallèles à une droite menée 
de l’un quelconque des points intérieurs de la base B au sommet de la pyramide. Donc , 
si l’on prend pour valeur approchée drr volume de la pyramide U somme des volumes 
des prismes circonscrits , savoir , 


(îC) 


bh 4 Wt tjbk 


«> 6A = hh S {it‘) = B/I 


Teneur commise sera inferieur au volume — — du plus ^-and des prisiiie.s cir- 

conscrits. Si maiatcnanl ou fait croître indclinimcnt le nomlirc n, Terreur commise 

n 

décroîtra isans et la limite de Texpres&ion (a6), qui «cra, en veitu de la formule (19), 


(^7) ^ ^ J 5//, 

çffrira la véritable valeur du volume de la pyramide proposée. 


Digitized by Google 



( ?€ ) 


S 10. Formules pour l'évaluation des logarithmes. 
Développement du logarithme d'un binôme. 


En prenant les logarithmes Népériens des quantités que renferme la formule (i5) du 
7.* paragraphe , on en conclut 


(0 


I (» •» ») ^ ^ — I (' — «) 


On aura donc , pour des valeurs positis'cs de a , 


(») 

et 

(3) 


1 ( I -4- a ) < « 

_l(,_a) = l(^)>a. 


Ajoutons qu'eu vertu de Informulé (10) du 5.* paragraphe chacun des deux rapports qiû 
constituent le pi'emier et le dernier membre de la formule (i ) , aura pour limite l’nnilé, 
quand a deviendra infiniment petit. 

Soient maintenant x ime qisantité quelconque, n un nombre entier trcs-consUlérahle, et 



Le hinonic i -t- jr sera le dernier terme de la progression arithmétique 


(3) 1 , I -t- tt , I a« , I -4- (n — i) » , 1 -4- H» , 

et l'on aura identiquement 

, 6 , = 

D'autre part , m étant un nombre entier compris entre les limites o , n , on aura 


I - 4 - (m -4- 1) a _ a 

(y) " ■ ■ ■ — I • 4 ' —————— 

i f/l A I ma 


I <4- ( //( -H t ) A 


I -4- ( m 1) « ’ 
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et par tuile lei formulet (a) , (3) donneront , pour dei voleurt poMtÎTCl d( x , 

■' J / i (m I )g \ a • 

\ I -t- ma / I -*• m « ’ 

I / t 0* \ ^ 5 

\ I m» / I -4- (m 1)* ’ 


( 8 ) 


De cet demiérei combinées arec la formule (G) on tirera 

(9) « <1 (I -4-x)<«, , 

les valeurs de 31 , 31 1 étant respectivement - - 


(■O) 


91 = • 


I « I -»■ aie 


I - 4 - (n — i)a 


(<0 


31, = « -4- 


i-4-(n — 3)« i-4-(n — i)a 


Lorsque jr et par suite a deviciment négatifs , la formule ( 9 ) doit être évidemment 
remplacée par la suivante 


( 11 ) 


«> 1(1 -|.x)>9l,. 


Si l’on prend pour valeur approchée de l(i.' 4 -x) la quantité 31 on la demi- 
91 ^ 91 

)iume i , c'esi^hfàïte , si l’on pose 


(lî) 1 ( ! -H y) =r ■ — - 4 - 

ou bien 

(i4) 1 (i-i-x) = -«-•- — — ^ 1- 

a 1 - 4 - « i-e- a» 


■ (n — I )« 1 - 4 - na ’ 


i-+-(n — a)« i-4-(n— i)a i i-4-n«’ 


il est clair que l'erreur commise ne surpassera pas, dans le premier cas, la valeur nu- 
mérique de la dilTérence 


(i5) 


— 3I = «. 


1-4-x- i-t-X n(i^x) 
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et, dans 1 « Mcond cat, la moitié de cette valeur numérique. Donc cette erreur deviendra 
infiniment petite pour des valeurs infiniment grandes de n , ou , ce qui revient au meme 
pour des valeurs infiniment petites de a., et l(i-t-x) aura exactement pour valeur 
la limite vers laquelle converge le second membre de la formule (i 3 ) , tandisque « 
s'approclie indéfiniment de la limite zéro. 

Lorsque la valeur de x est rcnferiuée entre les limites — i, i, c’est à-dire, lorsqu'on a 
(i6) .T* < I , 


alors , en désignant par m un nombre entier inférieur ou tout au plus égal à n , on 
a généralement 

fl") — — = a — ma* -s- — nria* etc. ... , 

I ma 


et par suite la formule (i 3 ) donne 

(l8) I ( I -t- x) =z n« — a* S (n) -t- a’ S (n*) — as S(n’) -t- 

ou , ce qui revient au même , 


(• 9 ) 


1 / > 8 (n) 

l ( I a: ) = X — x« — ^ - ■ 

' n> 


S("») 

n> n« 


-t- etc. 


/ 

Si m.'ùntcnant on fait croitre indéfiniment le nombre n , alors, en avant égard aut for- 
mules (17], (18} du § 9, on réduira l’équation (19) à la suivante 


(20) 


jr* .T* 

l(. + x) = x--^^- 



etc. 


CoUc demtèsc fournit K'i valeur exacte de toutes les foU que la valeur nu* 

incrique de .r ne surpasse pas l*unitc. Alors la série 



est ucccssaii'cmciii convergente \ ce qu’on peut démontrer diicclcment , attendu que^ le 
coefGvicat Un de Xn 9 dans celle série y étant réduit u 


Om 


n 


Digitized by Google 


( 79 ) 

la yaleur numérique du rapport icra la fraction 


n I I 

= I -t- - 


qui , pour det yaleun crouuotei de n , t’approche indéfiniment de la limite i . Ajoutou.' 
que la térie (n) fera encore convergente pour x = i , et qu’on aura par fuite 


(ïi) 


l(a) = ,-i*i-i^etc 


niaU qu’elle deviendra divergente pour x = — J , ce qu'il était facile «le prévoir , 
puisqu’on a 

(i3) l(o) = — «. 

Eitfin , si , «laus la formule ( 10 ) , on remplace x par —x , on en tirera ' 


(>4) 




X* 




Luisqu'û l’aide des formules (|3) , (i4) ou ( 10 ) on aura calculé la valeur exacte ou 
approchée de I ( i x); pour en déduire celle de L(i -t- x) , la lettre L indiquant 
un logaritlimc pris dans le système dont la. ba«c serait non plus le nomlirc e , mais un 
autre nombre quelconque /é , il suflira «le recourir à l'équation 

L ; 1 -t- x) _ L (e ) _ L _ I 

l(.^x)- l(r)- iM)-*'^*^-l(./) ’ 

de laquelle on tire 

(»5) L ( I -t-x) = L («) I ( I x) , ou L( I -t-x) = * • 


Si dans les formules (10) et (i 5 ) on remplace x par — elles domieroDt , pour des 
valeurs numériques de x inférieures h celles de a , 


(î6) 

l(<i.t-x) = l(a) - 1 - 

X X' X* 

a a a* 3 a’ 

et 



(»7) 

L(a'4'X) xLia)-t- 

\a la* 3a’ 


X* 


etc. . 
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S II. Dc>‘cloppcment itune puissance ijuekon<fuc d’un binôme. 


Connue on a iJciiliiiuement 
(i) I -v.r = e'i>+»!, 


r Si 


on en conclura, eu ayant égard à la formule (ao) du $ lo, et suppoiant la valeur nu- 
mérique de X inférieure li l’unité , 


(») 


I -4- a: = e 


•r» X» X* 

X 7 --I- etc. 

a J 4 


On aura donc alors , quelle que soit la valeur positive ou négative de l'exposant ^ , 

( X* x> .rs \ 

) 

et par suite 

I 

;i) (i^x) =, ^elc..., 

OU , cc qui revient au ineme , 

. ,u / JT* X* or* \ / X* X* I IX* \ 

(, -X) ^ 



Or, dans rii}poÜic'>e admise, la somme 


(’) 


3> X* 

X — — -*• rr etc... 
a 3 


conservera une valeur finie et déterminée quand on remplacera les différents termes dont 
rette somme se compose par leurs valeurs numériques , et l'on pourra en dire autant 
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dei lommet qae renferment les seconds membres des formules (4) et (5). Donc alors U 
formule (5) entraînera la suivante 


(I -t-xr = 


( 6 )( 




qui SC riiduit i> 


(7) 


m(m — t)(/i — a)_, M (M — 1)0* — a) 0^—3) 


• a .i 


I .a . 3 .4 


etc... 


Pour déterminer immédiatement le coefficient de x* dans le second membre de l’équa- 
tion ( 7 ) , il suffit d'observer qu'en vertu de la formule ( 4 ) ce coefficient sera une fon- 
ction entière de /x du degré n } et que le même coefficient , devant se réduire évidem- 
ment k zéro pour les valeurs o , i , 3 , 3 , n — 1 de l’exposant /i , puis le l’unité 

pour n , se confondra nécessairement avec le rapport 


— 1) (m — n -I- I) 

1.3 n 


c’est-à-dire avec la valeur de u que fournit l’équation (3) du $ 5 , quand on y substi- 
tue la lettre à la lettre x. 


Si daiu l’équation ( 7 ) on remplace x par — x et ja par —/* , on obtiendra la 
suivante ' 


( 8 ) 


1 .3 1.3.3 


Cette dernière formule subsiste , comme l’équation ( 7 ) , pour des valeurs numériques 
de X comprises entre les limites 


X = — I , X = I . 

Si l’on considère en particulier le cas où l’on a 


I 
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les formoles (^) et ( 8 ) donneront 

I I 1 . 3 , 1 . 3,5 

' a a . 4 a. 4 «G a. 4. 6. 8 ’ 

et 

. . , * »*3 , 1 . 3.5 , 1 . 3 . 5 . 7 

' ' ' a a *4 a. 4. b a. 4. 6. 8 

L'équation (9) fuiirnU le développement en série de la racine carrée du binôme 1 . 4 »X| 
quand la voleur numérique de x est inférieure à l'unité. De meme , en posant succes- 
sivement ^ I etc... on déduirait de Téquation (7) les développements 

en séries de la racine cubique , de la racine quatrième , etc... de ce meme binemc. 

Concevons à présent que l'on généralise les notations employées dans le § t«^, et que 
Ton désigne par 

(m)« et [m]« 

les cocfTicicnis de x** dans les développements des binômes 

I 

( I .♦* x)^ et (1 — x) ^ 

suivant les puissances ascendantes et entières de x , rcprésenlant une quantité quel- 
conque et H une quantité entière, positive nulle ou négative. Alors on aura, pour n>o, 

<‘i) 

pour n = o, lors même que ^ deviendrait nul, 

(>i) . (j*). = [m]. = I , 

enfla , pour ri < o , 

(' 3 ) (>x), = [m], = O ; 

et les formules (7) , (8) pourront s’écrire comme il suit 


(i 4 ) (i-t-3-)'* = I (/i),x-t- (M)»x»-.-ctc...., 

('5/ ( I — x)~^= I [(s],x-.- [/i].x»-t- etc 
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Si, dans Téquaüon {7), on remplace x par —, on obtiendra la fuirante 


(16) 




a 


Ma 


X — . — -a' 

i .a 


• etc., 


Cette demière , qui subsiste pour des valeurs numériques de x inférieures à celles 
de a , est précisément ce qui devient la formule (a) du $ a , quand on y reuipbce 
m par ^ . 


la. TV'i^ottométrie* 


Une longueur, comptée sur une ligne droite ou courbe, peut, comme toute espèce de 
grandeurs , être représentée soit par un nombre , soit par une quantité positive ou né- 
gative \ savoir par un nombre lorsqu'on a simplement égard à la mesure de cette lon- 
gueur, et par une quantité, c'est-li-dire , par un nombre précédé du signe «♦> ou 
lorsque l’on considère la longueur dont il s'agit, comme portée h partir d’un point fixe, 
sur la ligne donnée , dans un sens ou dans un autre, pour senir soit k raugmcutalion 
soit h la dimimition d’uuc autre longueur constante aboutissant à ce point Hxc. Le point 
fixe dont il est ici question , et a partir duquel on doit porter les longueurs variables 
désignées par des quantités , est ce qu’on appelle f origine de ces mêmes longueurs. On 
peut rlioisir volonté le sens dans lequel 00 (loit compter les longueurs désignées par 
des quantités positives; mais, ce claoix une fois fait, d faudra nécessairement compter 
dans le sens opposé les longueurs qui seront désignées par des quantités négatives. 

Dans un cercle dont le plan est supposé vertical, ou prend ordinairement pour ori- 
girre des arcs l’extrémité O du ra)on tiré boiizoutalcnumt de gauche è droite ; et e’est 
en s’élevant au-dessus de ce point que Ton compte les arcs positifs, c’est-à-dire, ceux que 
Ton désigne par des quantités positives. Dans le même cercle, lorsque la rayon se réduit à 
l'unité , la quantité positive ou négative s qui représente un arc sert en même temps à 
représenter l'angle au centre compris entre les rayons menés à l’origine et à l'extrémité de 
cet arc. Alors, pour obtenir ce qu’on nomme le siniu ou le cosi'imx de Tare ou de l’angle 
X , il suffit de projetter orthogonalemcnt le rayon mené à l’extrémité de l’arc i.* sur le 
diamètre vertical , 1." sur le diamètre liorizonta). Si on prolonge ce même rayon jusqu'à 
la rencontre des tangentes menées à la circonférence par le point O origine des arcs et 
par l’extrémité supérieure P du diamètre vertical , les parties do ces tangentes intercep- 
tées entre la circoofcrcnce ci les points de rencoBtre seront ce qu'on appelle U tangente 
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et U coiangente trigonométriquu de l'arc s . Enfin Ie> longucurt compt^ei fur le rayon 
prolongé entre le centre du cercle et le* pointi de rencontre seront la sécante et le co- 
sécante du même arc. Les sinus et cosinus, tangente et cotangente , sécante et cosécante 
d’un arc ou d’un angle s sont ce qu’on nomme ses lignes trigonométriques. On désigne 
encore quelque fois sous ce nom deux longueurs appellées sinus verse et cosiniu verse 
dont la première est compiise entre l'origine de l’arc s et la projection de l’extrémité 
de cet arc sur le diamètre horizontal , tandisque la seconde est compiise entre l’extré- 
iiiité supérieure du diamètre vertical et la projection de l'extrémité de l'are sur le même 
diamètre. 

Si l’on représente suivant l’usage par 


7; = 3,14159x6 

le rapport de la circonférence au diamètre, la circonférence entière, dans le cercle qui 
a pour rayon l'unité , sera cxpiiuiée par 3 ir , la moitié de la circonférence par n , et 

le quart par ^ . Cela posé , il est clair que, pour obtenir l’extrémité de l’arc 
s 2 ns ou s — 3 nir 

[ n étant un nombre entier ] , il faudra porter sur la circonférence à partir de l'rxtré- 
mitè de l'arc s , dans le sens des arcs positifs, ou dans le sens des arcs négatifs, une 
longueur égale li xnir, c’est-<i-dirc , parcourir n fois la circonférence entière dans un 
sens ou dans l'autre , ce qui ramènera nécessairement au point d’où l'on était parti, 
11 eu résulte que l’extrémité de l'arc 

s ± 2ns 

coïncide toujours avec celle de l’aix s f et que ces deux arcs ont précisément les mêmes 
lignes trigoDométriques. 

D’après ce qui a été dit ci-dessus , le sinus et le cosinus verse d'un arc se mesurent 
sur le diamètre vertical , le cosinus et le sinus verse sur le diamètre horizontal , la 
tangente trigonométrique et la cotangente sur les tangentes menées à la circonférence par 
l'origine des arcs et par l’extrémité supérieure du diamètre vertical, enfin la sécante et 
la cosécante sur le diamètre mobile qui passe par rextrémilé de l’arc. De plus le sinus, 
le cosinus , la sécante et la cosécante ont pour origine commune le centre C du cercle , 
tandisque l’origine O des tangentes et des sinus verses se confond avec l'origine des arcs, 
l'origine P des cotangentes et des cosinus verses étant l'extrémité supérieure du diamètre 
vertical. Enfin on est généralement convenu de représenter par des quantités positives 
les lignes trigonométriques de l’arc s dans le cas où cet arc est positif , et moindre 
qu’un quart de circonférence -, d’où il suit que l'on doit compter positivement le sinus 


Digitized by Google 


( 8 ^' ) 

et U tangente de bas en haut , le cosinus verse de liant en bas , le cosinus et la co- 
taogeate de gauebe h droite , le sinus verse de droite à ganebe , enfin la sécante et Li 
cosccante dans le sens du rayon mené & l'extrémité de l’aix s. 

En partant des principes que nous venons d’adopter , on reconnaîtra immédiatement 
que le sinus verse et le cosinus verse sont toujours positifs ; et de plus on déterminera 
sans peine les signes qui doivesit affecter les autres lignes trigonométriques d’un arc 
dont l'extrémité est doiuiéc. Pour rendre cette détermination plus facile , on conçoit le 
cercle divisé en quatre parties égales par les diamètres lioritontal et vertical ; et ces 
quatre parties sont respectivement désignées sous le nom de premier , second , troisième 
et quatrième quarts du cercle. Les deux premiers quarts de cercle sont situés au-dessus 
du diamètre boriiootal , savoir le premier li droite et le second li gauebe. Les deux 
derniers sont situés au-dessous du même diamètre , savoir le troisième à gauche et le 
quatrième à droite. Cela posé , si l’on clierclie les signes qui doivent être attribués aux 
diverses lignes trigonométriques d’un arc autres que le sinus verse et le cosinus verse , 
suivant que l’extrémité de cet arc tombe dans un quart de cercle ou dans un autre , 
on trouvera que ces signes sont respectivement 


dtns le i.er quart de cercle. dans le s.^ . ilam le 3.* . dana le i^.a 


pour le sinus et 
l.y cosécante 

pour le cosinus et 
la sécante 


pour la tangente 
et la cotangente 


On peut remarquer ii ce sujet que le signe de la tangente et de la cotangenlc est toujours 
le produit du signe du sinus par le signe de cosinus. 

Deux arcs représenté» par deux quantités s, t sont appellés supplcmrnts l’un de l’autre, 
lorsqu’on a 

(i) J -•- < rr T . 


Ils seront compléments l’un de l'autre , si l’on a 
( 1 ) r + t=-. 


Alors on se trouvera évidemment ramené à l’extrémité de l’arc 

(3) J = 


Digitized by Google 



■( 8G ) 


si l'on poite son complcnient l , dans le sens où l'on comptait piiniitiremcnt les al^t 
négatifs , non plus à partir de l’origine commune O des arcs et des tangentes , mais ù 


partir de l'origine 


P des cotangentcs qui coïncide avec l'extrémité de l’arc 


— . Donc ù 

3 


la place d'un arc s on obtiendra son complément I , si , l'extrémité de l’arc restant 
la même , on transporte l’orig'uic de cct arc de O en P , et si l’on convient en même 
temps de compter les arcs positifs non plus dans le sens OP, mais dans le seiu PO. 
D'ailleurs en opérant ainsi, on écliangcra évidemment le rayon CO mené à l'origine 
des tangentes et sur lequel sc mesuraient les cosinus positifs contre le rayon CO mené 
a l'origine des cotangentes et sur lequel se mesuraient les sinus positifs. Donc le cosinus, 
la cotaugente et la cosécautc de l'arc s se confondront avec le sinus, la tangente et la 
sécante de son complément l , eu sorte qu'on aura généralement 


t = sin — I ^ , cot s = tang ^ ^ — r ^ , coséc r = sec • 


Comme , dans le triangle rectangle qui a pour liypotliénuse le rayon , et pour second 
côté le cosinus ou le sinus, le troisième côté est évidemment égal au sinus ou au cosinus, 
ntl peut nllirmct que le »inus et le cosinus d’un mcine arc s sont liés entre eux par 
l'iMpisitlun 

()) cos* J =: I •• 


]ie nuMiie, en coiisidciaut le triangle rectangle qui a pour côtés la sécante, la taugeute, 
et le rayon mctié au point O « ou la cosiTunlc , la cotangcntc , et le ra^on mène au 
point oii trouvera 


fbl 

séc * r = I ■+• tang * r , 


OU 



l7) 

coséc* r=i -Hcot*i, 



Ajoutons que, cc« triangles rectangles étant semblables entre eux, les côtés du preuiier 
ou les valeurs numériques de 

cos r , sin r , i 

seront proportionnels aux côtés du second , c'est-à-dirc aux valeurs numériques de 

r, langi, séc r , 

et aux côtés du troisième , c'esUà^dire , aux valeurs numéiiques de 

cot r , I , coséc s 
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Donc let valeurs numériques «les lignes trigonométrique» 

tang s , séc i , cot s , coscc s 

seront respecÜTement égales aux valeurs numériques des rapports- 

sin f I cos s I 

cos s ’ cos r ’ sin s ’ sin r ' 

et comme elles seront positives ou négatives en même temps que ces rapports, [voyei 
<i*dessut 1* tableau relatif aux signes ] , on auru nécessairement 


( 8 ) 


tang s — 


sin s 
cos s 


séc s = 


I 

cos s 


cos 1 , I 

cot s — — — , cosec s = — , 
sm r sin r 


liorm siv s et cosiv s , c'est-à-dire , le sinus verse et le cosinus verse de l’aix s seront 
évidemment déterminés par les formules 


( 9 ) 


siv s = I — cos r , cosiv r = i — sin j . 


Donc tontes les lignes trigonométi iques d'un arc a peuvent être furilemcnt erprimées i 
l’aide du sinus et du cosinus de cet arc. 

Les extrémités du cosinus et du sinus d'un arc étant précisément les jirojections de 
l’extrémité de l’arc i.* sur le diamètre horizontal, a." sur le diamètre vertical, d est 
aisé de voir que les arcs 

> et — s 


ont le même cosinus , mais des sinus égaux et des signes contraires. Donc 

t 

(lo) cos ( — r ) = cos » , sin (—s) = — sin s. 

On trouvera de mcine 


(M) 


COS ( ir r ) = — cos r , sin ( a -s- r J = — sin r , 


et généralement , en désignant par aé: -s- i un nombre impair quelconque ^ 
(ta). cos [s ± (aà .*■ i) rr^ = — coS r , sin [r ± (aé -s- i ) ir] — sin r .■ 
On aurait au contraire , en désignant ptur a A un nombre pair , 

(■3) cos ( r ± aAx) = cos s , sin (s ± aAtr) = sin r.. 
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Kiilin si l'on remplace s par —i dans les formules (ii) et dans les suivantes 


(■ 4 ) 

co$ 

(7—*) = *’■" * > 

sln 

(|-s)=coss 

on en tirera 
(i5) 

et 

cos 

{ n r— s) = — cos s. 

sin 

( )v — s ) = sin s 

(16) 

cos < 

( 7 ^ » 

s’m 1 

(7+*) 


On pourra donc exprimer en fonction de siu s et de cos s les sinus et cosinus des arcs 

— Sf n- * s , i±.ikx, J ± (aA i) jr , 

et même leurs autres lignes trigonomëtriques dont les valeurs se déduiront aisément des 
formules (8), (9) combinées arec les équations (lo), (11), (la), (i3), (i4)) {iS), (16). 

Observons encore que, s étant un arc quelconque, le rapport ^ sera nécessairement 

compris entre deux termes consécutifs de la progression arithmétique 

“3 ,— a,— I, o, I, a, 3, 

indéQniment prolongée dans les deux sens. Soit m le terme le plus voisin du rapport 
— , ni désignant une quantité entière positive ou négative. On aura 

TT 

(17) i = m ± « , 

6 représentant un nombre inférieur ou tout au plus égal 2i ^ -, puis , en posant pour 
abréger 

éir = a , 

ou tirera de l'équation (17) 

(18) s = m:r a , 

. . H ^ 

a dcslgnant an arc positif ou négatif, mais renfermé entre les liiuîtcs . 

« 

Cela posé, les formules (fa) et (t3) donneront 

(19) cos J = coi « , sia s = sin a 
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li la valeur numérique de m est paire , et 

f 

(lo) cos t = — cos a , sin r = — sin « , 

si la valeur numérique de m est impaire. 

Concevons maintenant que a , 0 représentent les deux angles aigus d’un triangle 
rectangle. Ces angles étant compléments l’un de l’autre , k , 0 seront deux quantités 

positives inférieures ii ^ , et liées entre elles par l’équation 


(n) 



Soient d’ailleurs a le côté opposé à l’angle a , ô le côté opposé ô l'angle ;S, et e l'bypo- 
tliénuse. Le triangle dont il s’agit sera semblable U tous ceux qui offiiront les memes 
angles , par conséquent ô celui , qui , dans le cercle décrit avec un rayon équivalent à 
l'unité , aurait pour premier côté le cosinus de l’arc a , et pour bypotbénuse le rayon 
mené ô l’extrémité de cet arc , le second côté ébmt alors égal à sin a . Donc les côtés 


a , b, c 


% 


du premier triangle seront proportionnels aux côtés homologues du second 
aux trois quantités 

sin a = cos d , cos a = sin â , i , 


en sorte qu’on aura 
(il) 

Lorsque des cinq quantités 


a b _ 

sin a. cos a ~ 


a, 0, af b, c 


c'est-i-dire 


deux sont données , cm peut aisément à l’aide des formules (i i ) , (ax) déterminer les 
trois autres , pourvu que les quantités données ne soient pas les deux angles a , 0 . 
En effet , si l’on donne un des angles a, $ , l’autre se déduira immédiatement de t 
l’écpiatioa (a i ). Donc alors l'angle a sera connu , et si l’on donne en outre une des • 
trois longueurs u , ô , c , la formule (xx) founûra les valeurs des deux autres. 

On trouvera en particulier , si a est connu , 


(i3) 

si ô est connu , 

(î4) 


ô = <s cot a , c ^ a coséc a , 


a = b tang a , c s ô séc a , 


.1 
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et , û c est connu 

()5) <1 = c sin a , & = c cot a . 


Si l’on donnait deux des trois longueurs a , b , c , on déterminerait immédiatement 
l'angle « par l’une des trois équations 


(16} 


a 0 .. « 

sin « s ~ , cos a , tang « = ~ , 
c c ° b 


puis on obtiendrait la tioisième longueur en opérant comme dans la première brpotlièse. 

Deux droites tracées arbitrairement dans l’espace sont censées former entie elles les 
mêmes ongles que formeraient deux autres droites parallèles aux premières et passant 
par un même point. Cela posé , étant données deux droites, situées ou non dans un 
snéme plan , qui comprennent entre elles l’angle aigu a , et une longueur c mesurée 
sur la première droite, si l’on projette ortiiogonalement cette longueur 1 .s sur la seconde 
droite , a." sur une troisième droite qui soit perpendiculaise li la seconde dans un plan, 
mené par celle-ci parallèlement à la première, les deux projections se réduiront érideiU;- 
ment aux deux cûtés a , b d’un triangle rectangle dans letjuel l’iiypothénuse égale à. 
r formerait ascc le côté b l'angle a . Par suite on déduira de la seconde des équa- 
tions (a4) jointe b la seconde des équations (aS) le théorème que je vais énoncer. 

J." Théorème. Une longueur c mesurée sur une droite est équivalente à sa projection 
sur un asce quelconque multipliée par la sécante de l’angle aigu a que cette droite forme- 
avec l'axe. La projection elle-même équivaut à la longueur c multipliée par le cosinus 
de l’angle a . 

Considérons à présent , dons lu cercle dont le raron serait R et le diamètre 


D=tn, 

l'arc compris entre deux rayons qui formeraient entre eux \in angle double de l’angle 
aigu a. Cet arc sera représenté par a a, si R se réduit é l'unité, par iRa dans le 

c.ss contraire j et , si l’on nomme a la corde de ce même arc, ^ a sera le côté op- 
posé à l'angle a dans le triangle rectangle qui aura pour bypotliénuse l’un des rayons 
ci-dessus nsentionnés. Cela posé , on tirexa de la première des formules (a 5 ), en y rrm- 

plaçant a par — a , et c par R , 

(17) ^a s R sin'a , n=af!sina = Z 7 suia, 

par conséquent 

~ = D. 

sus a 


Digitized by Google 



( 9' î 

D’aineurs les deux portions de la circonférence situées de part et d'autre de la corde a 
seront éridemment des segments capables des angles a, rr — <j qui oflrent le même sinus 
On peut donc énoncer la proposition suivante. 

a.* Théorème. Dans un cercle qitelcom/ue le rapport qui existe entre la corde d'un 
arc et le sinus de tout angle inscrit dont les côtés compremient entre eux ce même arc, 
équivaut au diamètre. 

Soient maintenaut a , b , c les liois côtés d'un triangle quelconque , et a , B , y 
les angles opposés ô ces côtés. Les quantités , a , B , y, toutes trois positives et infé- 
rieures à n seront liées entre elles par l'équation 

(i8! IC -I- B y = n . 


De plus, si l’on nomme D le diamètre du cercle circonscrit au triangle, on aura, en 
vertu du a.' théorème , 


(»9) 


a 

sin s 


’ b _ c 
' sin B sin y 


= D. 


Enfin, si, en prenant le côté c pour base du triangle, on nomme A sa hauteur, <t, b 
deviendront les hypothénuses de deux triangles rectangles qui auront pour côté commun 
la hauteur h ; les angles opposés il ce côté commun étant respectivement l’angle B ou 
son supplément n — B et l'angle a ou son supplément rr — « , Donc , en ajant égarif 
aux formules 

sin ( rr — a ) = sin a , sin ( rr — fi ) = sin fl 


on trouvera , dans tous les cas , 

(3oi A = n sin fi = fi sin B. 

Ajoutons que la base c du triangle donné sera évidemment égale A la somme des côtés 
non communs des triangles rectangles , si les deux angles a , fi sont aigus , et à la 
diilérencc des mêmes côtés, si l’iin de ces angles, s, {uir exemple, devient obtus; 
d'où il suit qu'on aura dans le premier cas 

(3i) c = a cos fi -f. ô cos B , 


et dans le second cas 

ces a COI fi— 6 cos (a — b). 

Or, en combinant b dernière formule avec l’équation 

i 

COI (v — b) = — COSB, ' 


Digitized by Google 



( 9 > ) 

on rati'OUTO 'pr^eMiaent la (orraole ( 3 i) , qui ett ainsi dénootrée , lors mène qu’un 
des angles n , /3 cesse d'être aigu. 

Lorsqu’on pose y = ^ , les formules (a8} et (39) se réduisent , comme on devait s'y 

attendre, aux formules (ai) et (aa). Observons encore que la formule ( 3 o) entraîne 
évidemment l’cgalitc des rapports 

a b 

sin a ’ sin fl ’ 

et s’accorde ainsi avec la formule (19). 

Loreque , dans un triangle , on donne trois des six éléments 

a, b , c , a, è , y 

on peut aisément déterminer les trois autres , à l'aide des formules (a8) , (39) , ( 3 o), ( 3 i), 
pourvu que les éléments donnés ne soient pas les trois angles », B, y . Dans cette dernière 
liv'potliése on ne pourrait évidemment déterminer qnc les rapports existants entre les 
côtés. Mais , si l’on donne un côté A avec deux angles , après avoir calculé le troisième 
angle & l’aide de la formule (38) , on connaîtra certainement a et a , par conséquent 


( 33 ) 


D = 


par le moyen de la formule (39) de laquelle on tirera 
( 33 ) bzzDànB, c = 27 smy. 

St l’on tUnite deux côtés , i , e , avec l’angle £ opposé k l’un d'eux , on comntlra encore 



puis on obtiendra successivement y , a et a par le moyen des formules (39) et (38} , 
desquelles on tirera 


( 35 ) 


sin y = 


c 

D 


B = ir — (8 y) , tt = iPsina. 
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Si l’on donne deux côtés ô et c arec l’aagle compris « , «Ion , pour dôtemùier a 
et d y on aura les lominks (3o) et (3i), ou 


(36) 

arec 1a suivante 

(37) 


a tin d =: ô lin «, 
a cot B = c — b cos s , 

cot* d •+■ sin> d = I i 


et l’on en conclura i.* en éliminant a 


(3S) cot d = ^ cot a — I , 

■ 1 .* en éliminant d 

(39) _ ij* = i> c* — 1 6 c cos « . 


D'ailleurs , d étant connu , on pourra calculer y et a comme dans le cas pi'écédent. 
Enfin, si l'on donne les trois côtés a, b , c , on déterminera l'angle a par le moyeu 
de l’équation (3g) de laquelle on tire 


(îo) 


6* -s- c* — n* 

2 bc 


puis D , B tt y par le moyen de la fonnulc (3a) jointe ô celles-ci 

(4i) sind=^, y = » — («-•- d) 


Lorsque dans la formule (3i) on substitue les valeurs de a , b , c tirées de la formule 
(aq) , savoir 

<s = 0 siii a , b = D tin B , c = D siny , 

on en conclut 

sin y = sin ’a cos B tin B cet « . 

En combinant cette dernière avec la formule (aS) de laquelle on tire 
^ « 

tin y = tin ( sr — a — d ) = tin ( a B) , 

on trouvera 

t 

(4>) tin (a d) = tin a cos d tin d cot a . 


La formule (4a) se trouve ainsi démontrée dans le cas où a, B sont deux quantités 
positives propres à représenter deux onglet d'un triangle quelconque, c’est-à-dire, deux 
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quantité» politivM, doDt la tomme oc turpaue pa< le nombre n. Elle snbeietara . donc , 
»i « et B sont deux angles aigus-, et de plus, si, tt, B étant deux angles aigus, on 
remplace dans l’équation (4a) a. par x — a , la formule ainsi obtenue , saroir , 

sin (s— = sin (ic— s)cos 6 -♦-sini3co$()t — a) 
ou 

(43) sin (a — fl) = sin «cosfl — sinfleosa - 

subsistera certainement dans le cas où 7 — a-4-fl sera inférieur à n, c'cst-4i-dii e dans 
le cas oii l’on aura 

« > fl . 

D'aiUeurs , en ayant égard aux équations 

sln(— a)= — sina , cos( — a) = cosa; sin(— fl) =— sinfl , cos(— fl)=cosfl, 
sin( — a— fl)=— sin(aH-fl) , 
sin(— « fl)e= — »in(a — fl), 

on rcconnattra sans peine i." que pour obtenir l’équation (43) il suffit de remplacer dans 
l’équation (4a) fl par — fl , a.” qu’on altère point les formules (4a) et (43). quand on y 
remplace simultanément a par — <t et fl par — fl. Donc la formule (4a) subsiste pour 
toutes les valeurs positives ou négatives de a et de fl renfermées entte les limites 

7T TS 

I- 

Soient maintenant x y y deux arcs quelconques positifs ou négatifs. D’après ce qui a 
été dit plus haut , on aura 

(Î4) cr = m;t,s-a, y = n?r -t- fl ' 

m , n désignant deux quantités entières positives ou négatives , et a , fl deux quantités 
comprises entre les limites — rr , rr. Cela posé , jiour passer de l’équation (4a) à la 
suivante 

(45) sin ( J ô) = sin X cos fl ■+■ sin fl cos X , 

il suffira d’observer que l’on a 

sin (njT -t- a-s-fl) = sin(a -t- fl), sin(/nr a) = sin», eos (mx -»-«) = cos a , 
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quand A e$t paire , et 


•( 95 ) 


tin sin(«-*-i 3 ) , iln(mir-4-a]s— iin« , coi(mir H- a}=— cota , 

quand m eit impaire. Par la mtme raiton, de la formule ( 45 ) on déduira immédiatement 
celle-ci 

tin ( JT ) = sin X cos^' sin cota'. 

Si dant cette dernière on remplace par — y, clic donnera 
(47) sin(x— ^j’')^ sinx cos^j" — sin^r" cosx. 

Enfui, si dant les formules ( 46 ) et (47) on remplace x par -x , on eu tirera 

( }.H) cos ( X — J- '1 = cos .V cot_ 7 ' + sin X sin J- , 

( {9} cot(x -t-_y ) = cosxcos,)'— sin x ainj^. 

Les fui mules (47)1 ( 48 ) i ( 4 <>) subsistent, cuiiime la funnulc ( 46 ), puur des valeurs quel- 
conques positives uu negabves des arcs x et 

Les foniiulcs (^6) , ({9) pouvant t’écrire comme il suit 

tin (x -4- J') = (tang x tang^ ) cos x cos y 

cos(x •+■ J') = (1— .taiigxlang^) cos x cos y 

on en conclut , en divisant lu première par la seconde 


tang (.r 


tangx-i-tong^ 

^ ~ I — tang X tang ’ 


puis, en remplaçant y par —y, 


( 5 .) 


tang(x — y) = 


Ungx — t.nigj' 
1.4. tang X lang^ 
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I)f plus , si dans les formules (46) , (4g), (5o) on pose y = x , elles donneront 


(5a) 


sin 13- =: a sm X cosx, 


(53) 


cos ax = cos* X — sin’ X = a cos* x — i = i — asin*x , 


(54) 


, a tonex 

tang 2X = — — , 

1 — t4Ulg* X 


On tire encore des fonnule5 (46), (47)> (46) , (49) 


(55) 


sin (x-»-^)-*- sin (x — J') = asinxcos^, 
sin(x — sin(x — ^j') = asin^ cos x, 

cos{x -t-^)-s-cos(x -♦-J'-) = a cosx cos J', 
cos(x — ^^) — cos(x-t-j') = asinxsinj' ; 


puis , en posant 


T y = P , X —y = g , 

ou , ce qui revient au même , 


X 


P-*- 9 

„ i 



on en conclut 


(56) 


sinp — sin 9 _ tang -5 {p—g) 
sin /I - 4 - sin Ÿ tang 7 (/? -<-7) 


cos q — cos P J 

=tang7 (/7— 7). tang 7(/7-^7), etc..* 

eos 7 cos P 


En combinant la picmicre des équations (56) avec la formule (39) , on trouvera 


(5?) 


tang-J-CjS — y) sin 6 — sin y b-^c 

7 (6 y) iin 6 -f* sin y 6 -H c 
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Or , de cette dermcrc jointe k l'équation (i8 ) , on déduira les suirantei 


(58) 


B y = ir — » , 

6 — y b — c et 

Uug = rot - , 

a b c 1 


à l'aide deaquelles on peut dans un triangle déterminer immédiatement les angles 6 
quand on connaît l'angle a et les côtés qui le comprennent. 

Les formules (5a) et (53) donnent 


(5g) 

(6o) 


ftin A = 3 91Q — CCI , 

a a 


• * . « 
cos A s a cos = a 

a a 


£a combinant la formule (6o) btcc Téquation ($ 9 ) , on troure 


(61) 


a» = (ô.*-c)> — aôccos* — = (ô — c)**»-ai'C5in* — . 


pois , en observant que dans un triangle quelconque l'on a 


et qu'en conséquence 


A 

0<«<)T, 0<-<— , 

’ a a ' 


a a 

sift — , cos — 
a a 


doivent être positifs , on tire des formules (6i) et (5g) ~ 

’ {a-t- b -t-c){b -t- c — <J)\» 


(6j) 


(C3) 


a _i / (a-*- b -*-c)(b -t-c — <J)\* 

' a “ a \ bc / ’ 

I 

«_i / {a-^ b—c)(a—b 
a ~ a \ bc ) ’ 


[(a-i- 6 -t-e) (6-*-e— <i) (c+-a — i) (ti-t-ô — c)l» 
(64) sut (( = ' ( . ■ ■ - « 

aoc 


et y. 
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Chacune do fonttaiaa ( 6 a), (63 ) , (64) peut être snbttituêe avec arastage à 1a fomu)a 
(4o) , quand U a’agit de dctermincr les angles d’un triangle dont on connaît les trois 
côtés a, b . c. Si d’ailleurs on nomme h la hauteur du triangle, le côté c étant 

pris pour base, la suriace ^ch sera, en vertu de la fonnnle (3o) , égale li 


— ô c sin « , 

. : - a . ... 

et , en vertu de la formule (64) , ô ‘ • . • ’ 

y s {s — a) [s — b) {s — f>") , 

. , < , . . a b c 

s représentant le dcmi-pénmctrc . . 

Tant que l’arc a reste positif et inférieur ô it , alors cos ^ et sin ^ étant néces- 
sairement positifs , on tire de la formule (6o) 

(65) 


»_|/l-*-COS« . Cl l/l 

ï—-' 


A l’aide de ces dernières équatioais réunies a la formule cos et = — i , on détenu inei a 

sans peine les sinus et cosinus des arcs représentés par le troisième , le quatrième 

termes de la progression géométrique , 


( 66 ) 


7 f 7 t !T 

g? 


En y joignant les sinus et cosinus des arcs >r et an, on trouvera 


( 67 ) ( 


n n ' n Va r'a 

cusan=i, cosn= — I, cos — =0, cos — = jt=, cos— = C , etc., 

a a ^a a 




sinan = o, siunco, sin— = 1 , sin— = 7 =, s'm — = I-I —, etc... 

2 4 V * 8 a 


On aura par suite 

(68) laiig a7T=o, tang5T= O , tang ü = i., tang — = i, tang — — | , etc. 

a O 4 8 \a-t-v'i/ 

( 69 ) séca»t=i, sec ir =— I , séc — , sécîL = r^'7, séc !L = e;-.r , etc... 

ao 4 8 fa-t-Za 
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On peut encore déterminer Üacilement let simu et cotinut de« ntc« compri» dnns U pro- 
greuion géométrique 


(- 0 ) 


ur n )r 

ï’ 6' 


• , etc., 


et d'abord , comme dans un triangle l’égalité dct troii côtés a , b , c entraîne l’égalité 

des trois angles a, , B, y , on conclura de la formule (a8) que j représente un quel* 

conque des angles d’un triangle équilatéral. Cela posé, on tirera des formules (.{o},(64), 
en y faisant a z: b = c , 


V 1 .K t' J 
cos »■ = — , sin 5 - = — 
3 a 3 a 


et de ces dermèrei réunies aux équations (5a), (53), (65) oa déduira k sy stème des fomtulct 


(70) 


arr I rr i rr |T3 ,r téi 

cos— , cos_=_, cos _ = L_, cos_ = I Li etc 

3 a 3a oa la a 

asr . » Vï . * I . n Va — \'J 

sin — = , sin — = ' , sin — = — , sin — — l L.1 , etc 

3a 3a 6a la a 


On aura par suite 

. . . an „.jT . n i ît K* — 

(;a) tang— = — |AJ, tang- = /j, Ung , , tang— = ■ , etc 

3 3 bs'3 iapa-s-1^3 


/ f î JT > ^ • 1t ^ 

(;3) séc_= — a, sec _ = a , iéc^ = p^. 
Au reste on peut établir diiecteincnt la formule 


la V ^ ‘''3 ' 


etc.. 


i: 7t a ;r 

îin -r = cos — COS 
0 3 3 


Cil observant que Varc ^ a pour complément pour supplcraent — ^ , et que a sin ^ 
rcprc.scDtc le côté de rhexagonc inscrit au cercle dont le rayon est Tunitc. 

Observons encore que, si Tare an est renfermé entre les limites cet arc , dans 

le cercle qui a pour rayon Tunité, sera avccssaircmcnt plus grand que sa corde a sin a, 
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et pltu petit que U tomme i tanga det deux tangentes menées par let extrémités et 
prolongées jusqu’à leur rencontre mutuelle. On aura donc alors 

^ . âina 

2 sin a < 3 a < a tanga = a , 

° COI a 

puis on en conclura 

'|< 4 - < . 

tin a cos a 

ou , ce qui revient au même , 

sin « ■ ’ 

( 74 ) • > > cos « . 

A t » 

Cette dernière fonnule, n’étant i>oiiit altérée quand oti y remplace a par — a, subsistera 

certainement poui' toutes les valeurs de a comprises entre les limites — — , —, II 

es! d’ailleurs facile de s'assurer qu’elle s’étend à toutes les valeurs de ' a renfermées entre 
les limites — rr , :r. 

âi maintenant on suppose que la valeur numérique de a. diminue et s’approclie iii- 
déCnimcut de la limite zéro , on aura 

» 1 

(7$) lim cos a = 1 . 

Par suite la formule (74) donnera - ■' 


(76) 


MD A 

hm = I 


cl de cette demiirc combmée avec l’équation (75} on tirera encore 


sm A 

hm = I 


ou y ce qui revient au meme , 


(77) 


lim 


tang A 

A 
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§ i3. Dts expressions imaginaires et de leurs modules. 


En analyse , on appelle expression symbolique ou symbole toute combinaison de signes 
algébriques qui ne signifie rien par elle-même , ou à laquelle on attribue une valeur 
dilTéreate de celle qu’elle doit naturellement avoir. On nomme de même équations sym- 
boliques toutes celles qui , prises à la lettre et interprétées d'après les conventions gé- 
néralement établies sont inexactes , ou n'ont pas de sens , mais desquelles on peut dé- 
duire des résultats exacts , en uiodifiunt et altérant selon des règles fixes ou ces équations 
elles-mêmes ou les symboles qu’elles renrerment. L’emploi des expressions ou équations 
symboliques est souvent un moyen de simplifier les calculs et d’écrire sous une forme 
abrégée des résultats assez compliqués en apparence. C’est ce qu'on a déjà vu dans le 
§ 4 la formule (4<) fournit une valeur symbolique très-simple de l’inconnue x nssu- 
jétie à véiifier les équations (Sq). l’arrai les expressions ou équations symboliques doul 
la considci'ation est de quelque iiuporlaucc en analyse , on doit surtout distinguer celles 
que l’on a nommées ùnaginaircs. bious allons montrer comment l’on peut être conduit 
à en faire usage. 

D’après ce qu’on a vu dans le § précédent , le sinus et le cosinus de l’arc .r -t- y 
sont donnes en fonction des sinus et cosinus des arcs x et y par le moyen des formules 

S cos (x -*-y) = cos X cosy — sin x siny , 

sin (x -*-y ) = sin x cosy -s- siny cos x . ' 


Or , sans prendre la peine de retenir ces formules , on a un moyen fort simple de les 
retrouver à volonté. Il suHit en effet d’avoir égard à la remarque suivante. 

Supposons que l'on multiplie l’une pour l'autre les deux expressions symboliques 

cos X té — I sin X 
cosy té— I siny , 

en opérant d’après les règles connues de la multiplication algébrique , comme si \T— i 
était une quantité réelle dont le carré fût égal à — i . Le produit obtenu se composera 
de deux parties l’une toute réelle , l’autre ayant pour facteur V — ■ ; et la partie réelle 
fournira la valeur de cos(x-t-y) tandisque le coefficient de v'IT7 fournira la valeur de 
tin(x-*-y). Pour constater cette remarque, on écrit la formule. 

(a) cos (x •♦•y)-*- /ZT sin (x-*-y ) = (cosx -f- ]/~i sinx) (cosy -s- siny ). 

Il 
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Lct trais expressions que renferme l’équation précédente , savoir , 

cos X -t- sin X , cos y i sin^ , cos ( x -t-j- ) -*- i/~i sin ( x ) , 

sont trois expressions symboliques qui ne peuvent s’interpréter d’après les conventions 
généralement établies , et ne représentent rien de réel. On les a nommées pour cette 
raison expressions imaginaires. L’équation (a) elle-même , prise à la lettre , se trouve 
inexacte et n’a pas de sens. Pour en tirer des résultats exacts, il faut, en premier lieu, 
développer son second membre par la multiplication algébrique , re qui réduit cette 
équation a 

(3) cos(x -*■}')-*■ v" — I sin(x -*-j') = cosxcosy' — sinxsiny -t- (sinxcosy siny' cos x) i' — ■ . 

11 faut , en second lieu , dans l'équation (3) égaler la partie réelle du premier membre 
à la partie réelle du second , puis le cocflicicnt de t dans le premier membre au 
coefficient de r' — i dans le second. On est ainsi ramené aux équations ( i ) , que l'on doit 
considérer comme implicitement renfermées l'une et l’autre dans la formule (a). 

En général on appelle expression imaginaire toute expression symbolique de la forme 

a -t-l/ , 

a , b désignant deux quantités réelles , et l'on dit que deux expressions imaginaires 
a Sr b , c s- d Y— I 

sont égales entre elles , loisqu’il y a égalité de part et d’autre i .• entre les parties réelles 
n et c , a." enUe les coefficients de ÿ—t , savoir b et d. L’égalité de deux expressions 
imaginaires s’indique , comme celle de deux quantités réelles par le signe = , et il en 
résulte ce qu’on appelle une équation imaginaire. Cela posé, toute équation imaginaire 
n est que la représentation synibolique de deux équations entre quantités réelles. Par 
exemple , l’équation symbolique. 

a b i/ — I =c -t- d |/— 1 

équivaut seule aux deux équations réelles 

a = c , b = d , 

Lorsque dans l'expression imaginaire 

rt -f- 6 
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le coefficient b de s'évanouit, le tenne b ^ ^ est censé réduit li xèro , et l'expres- 

sion elle-même h la quantité réelle a . En vertu de cette convention les expressions 
imttginaires comprennent , comme cas particuliers , les quantités réelles. 

Les expressions imaginaires peuvent être soumises aussi bien que les quantités réelles 
aux diverses opérations de l’algèbre. Si l’on cücctue eu particulier l'addition , la sous- 
traction ou la multiplication d’une ou de plusieurs expressions imaginaires , en opérant 
d'après les règles établies pour les quantités réelles , on obtiendra pour résultat une 
nouvelle expression imaginaire qui sera ce qu'on appelle la somme , la différence ou le 
produit des expressions données. Par exemple , si l’on donne seulement deux expressions 
imaginaires a-*- b d — i , c d d—i > on trouvera 

( 4 ) {a-*-b/ZTl)-*-{c d\C^) = a -t- c -f (b -t-d)Ÿ:^, , 

(5) (a-t-bii— I ) — (c -*■ d |/_ 1 ) = a — c -*■ {b—d) — i , 

(6) {a-*~bV— 1 ) (c d vCT7 )=ac—bd-*-[ad-t-bc) ÿ— , . 

Il est bon de remarquer que le produit de deux ou plusieurs expressions imaginaires, 

comme celui de deux ou plusieurs binômes réels restera le même , dans quelque ordre 
qu’on multiplie ses dilTérents facteurs. 

IMviser une première expression imaginaire par une seconde, c'est trouver une troisième 
expression imaginaire qui, multipliée par la seconde, reproduise la première. Le résultat 
de cette opération est le quotient des deux expressions données. On .se sert pour»l’in- 
diquer du signe ordinaire de la division. Ainsi , par exemple , 



représente le quotient des deux expressions imaginaires , e-s-</t/IT~ï . 

Élever une expression imaginaire è la puissance du degré m , m désignant un nombre 
entier , c’est former le produit de m facteurs égaux 11 cette expression. On indique la 
puissance de a-t-bd—i par la notation 

On dit que , deux expresnons imaginaires sont conjuguées l’une a l’autre , lorsque 
deux expressions ne diffèrent entre elles que par le signe du coefficient de 
somme de deux semblables expressions est toujours réelle ainsi que leur produit, 
effet , les deux expressions imaginaires conjuguées 

a -*■ b |/IT7 , a — b /iri 
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f 

donncut pour somme sa , et pour produit a'-t-i', La demicrc partie de cette observa- 
tion conduit & un tlicoi-êiiic it-latif aux nombres cl dont voici l’énoncé. 

i.r' Tliéorênie. Si ton miUtiplie tiin pour t autre deux nombres entiers dont chacun 
soit la somme de deux carrés , le produit sera encore une somme de deux carrés, 
liénionstration. Soient 


a' ^ b' , c* d* 

les deux nombres entiers dont il s'agit , a‘ , b' , c‘ , d' désignant des carrés parfaits. 
On aura évidemment les deux équations 

(a -*• b — J ) (c a- d ) =ac — bd -t- {ad -t- bc) d— i , 

{a — b d— 1 ) {c — d V — I ) = ac — bd — {ad.f bc) d~i , 

et , en multipliant celles-ci , membre li membre , on obtiendra la suivante 

(8) (n* i*) (c» -I- rf*) = {ac — bdy {ad 6c)*. 

Si l’on écbange cutic clics dans cette dernière les- lettres a et 6 , on trouvera 

(j)J (a* -t- 6*) (c* -t- r/>) = (ne -t- bdy .*■ {ad — bc)* . 

11 J a donc eu général deux manières de décomposer en deux carrés le produit de 
deux nombres entiers dont cliaeun est la suiuinc de deux carrés. Ainsi , par exemple , 
on tire des équations (8) et {ÿ), 

(a*-t-i>)(3* a*) = 4* ■*■•;'= ■•-•-8». 

On voit par ces considérations que l’emploi des expressions imaginaires peut être d’une 
grande utilité, non seulement dans l’algèbre ordinaire, mais encore dans la lliéoiie des 
nombres. 

Quelque fois on représente une expression imaginaire par une seule lettie. C'est un 
artiücc qui augmente les ressources de l’analyse et dont nous fcions souvent usage. 

L'nc propriété remarquable de toute expression imaginaire a-*- bd — • , c’est de 
pouvoir SC mettre sous la forme 

f{coi 6 véZr; sin 6 ) 

f désignant une quantité positive et fl un arc réel. En elTct , si l’on pose l'équation 
symbolique 

(to) a -t- b d — i = f {cot S v'_ I sin fl) , 
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ou , ce qui rCTient au mente , les deux és{uaüons réeUet 

(il) O = ^ ^ > b = f sin â , 

ou tirera 

a* i* = ( 1 » ( cos • S -t- sin* ô) = , 

(il) f = Va» 6» , 

et , après avoir ainsi détermine la valeur du nombre ^ , il ne restera , pour vérifier 
complètement les équations (lo) , qu’à trouver un arc S dont le cosinus et le sinus 
soient respectivement 


(>3) 


Va» é» 


, siaô SS 


Vo»-t- 6» * 


Or on tire des formules (i3) 

(t4) 


taug d =: 


sin é _ 6 
cos S ~ a 


D'ailleurs si l’on désigne généralement par la notation 

arctang x 

l’arc qui , ayant x pour tangente , oQre la plus petite valeur numérique possible , et 
se trouve en conséquence rcnfcimé entie les limites 

» ît 

-T’ ^ 7 

on vérifiera la formule (i/j) > en posant 


(»5) 


fl = «)T arctang — , 


n représentant une quantité entière positive ou négative. Enfin, comme tout arc ren- 
fermé entre les limites ~ ‘ cosinus positif, on peut affirmer que l’arc fl 

déterminé par la formule (i5) offrira un cosinus positif, si n est paire, c’est-à- dire, 
si l'on a 


(| 6 ) 


! = ± a A >r H- arctang — , 
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k étant un nombre entier quelconqne , et un coiümi négtitif, ù n est impaire, c’est- 
à-dire , si l’on a 


C7) 


±(ik i)it arctang - 


Cela posé, de l’équation (i 4 ) présentée sous la forme 

cos fl sin fl 

~b~’ 

on déduira immédiatement la formule 


Vcos fl _ sin fl _ I • 

a ~ b ~ ’ 

et par conséquent les équations (i 3 ) , pourvu que l’on détermine fl par la formule (i6], 
quand a sera positif, et par la formule (17) quand a sera négatif. Dans l’une et 
l’autre hypothèse le nombre entier k pouvant recevoir une infinité de valeurs, on ob- 
tiendra aussi une inBnité de valeurs de fl propres à vérifier les formules ( 1 1 ), ou, ce 
qui revient au meme , les formules (10). 


' * En général de la formule 


t-i 

a b 


y 

c 


dans laqueUe a, 6 , y, a, b, c, représentent des quantités quelconques, on tire 

a* _ i6* _ y* _ ^ tt* -t- fi* -4- y* ..... 

a* ~ i» c* a» 6* -t- c* ’ 


et par suite 

^ ^ y _ _ ^ fi* y* 

" “T“ c 


le double signe devant être réduit au signe -s- , quand la fraction ^ est positive , 
cl au signe — dans le cas contraire. 
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En l'étuiné , si l'on pose 

(i8) f = y O* 6* 


î = aictang - , 


et , si l'on dcsigiie par k un nombre entier quelconque , on aura , dans le cas où a 
sera positif 

(19) a-*- il/— ï = ^[cos(f ±at)r)v/^ir7 sin(i[:t a Air)] , 

par conséquent 

(ao) a-*- — 1 sinf) (cosaA >r±/ 37 sinaA») , 

et dans le cas où a deviendra négatif 

(at) a-t-b],'~i=f ]cos[îf±(a* i)a] /ZT 7 sin [ J' i (a* 1 ) ir) | , 

par conséquent 

4 

(аа) a-*-i(/~ = f (cosf /^sinf )Qcas(aA-f*t) ir /^sin(aA 1)»]. 

Comme on a d'ailleurs 

(a 3 ) ros aAn'S;v'— iSinaA)r = i 

(a4) cos(aA i)*±i/tr 7 sin{a A i)ff = — 1, 

les formules (ao) , (aa) donneront , si a est positif 

(a 3 ) a -t- =^(cosÇ-*-s^— I sin f) , 

et si a est négatif , 

(аб) a -(-&/_ 1 .= — f ( cos Ç _ 1 sin f ) . 

Au reste il est facile de voir que la formule (19) coïncide avec l'équation (aS) , et la 
formule (ai) avec l'équation (a6). 

Lorsque l'espression imaginaire a-t-b V —t se trouve remenée à la forme 

^( cosfl v^~sini ) , 


la quantité positive f est ce qu’on appelle le module de cette expression imaginaire. 
Comme des quantités a , b supposées connues on ne déduit pour le module f qu'une 
valeur unique déterminée par la formule (la) , on peut évidemment énoncer la propo- 
sition suivante. 
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a.* Tlicorème. L'égalité de deux expressions imaginaires eturaine toujours l'égalité de 
leurs modules. 

U <uit encore de la formule (la) que deux expressions imaginaires conjuguées 
a -t- 0 , a — 

ont pour module commun la racine carrée de leur produit. 

Lorsque , b étant nul , l’expression imaginaire a -t- b /ITT se réduit i la quantité 
réelle a, la foimule (la) donne simplement 

Ainsi ie module d'une quantité réelle a se réduit à sa râleur numérique 

Toute expression imaginaire , qui a zéro pour module , se réduit cllcHiiéme ^ zéro , 
et réciproquement comme le sinus et 1c cosinus d*un arc ne deviennent jamais nul en meme 
temps ÿ il CD résulte qu'une expression imaginaire ne peut se réduire à zéro qu’autaut 
que son module s’évanouit. 

Observons enfin que les définitions données dans le § 3 des variables infiniment petites 
et infimmcut grandes , des fonctions continues ou discontinues , explicites ou implicites, 

entières ou fractionnaires , etc doivent être étendues au cas mciue où les variables 

et les fonctions dont il s'agit deviennent imaginaires. 

Toute expression imaginaire dont le module se réduit à l'unité , étant de la forme 

cos X “h sin X , 

on effectuera sans peine la multiplication, la division ou l'élévation a des puissances en- 
tières d'une ou plusieurs cxpre.vsions imaginaires qui auraient Tunité pour module. En 
effet de la formule (a) on déduit imincdlatcment la suivante 


(cos X H- / — 1 sinx) (cos^ H- \/ — i sin^) (cos s ^ — i sin z) 

= cos ( X H- ^ 5 -I- ) -+■ /3T7 sin (x s -f* ) 

quelque soit le nombre m des variables x, y, s, De plus on tirera de la fonnule (i) , 
en y remplaçant x par x —y 

[cos(r — y ) v'’ — I sin (x —y)] (co.sy H- siny) = cos x sin x , 

ou , ce qui revient au meme , 



(î8) 


cos X sin X 

cos y - 1 - /ZTT siuy 


cos (x— y) I sin(x — y) , 
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et de U formule { 1 ^) , en poeant 

(îg) (co5o:-f-/“ siox)" srrosinx-*-t' — 'i sin mx. 

Cela posé U deviendra facile d’effectuer la multipKcation , la division ou l’élevation li des 
puissances entières d’une ou de plusieurs espressious imaginaires dont les modules ne 
se léduiraient pas It l’unité. Car , si l’on pose 

a b = f ^cos 4 sin i ) , 

d’-4- b'\' — t =: f’(cosÆ' sin V ) , 

■ , = ^"(cosâ"-s-/^ sin fi”) , 

etc 

t , f , f" Étant des quantités positives , et fi , S' , fi” des arcs réels , on aiua 

évidemment * 

(n fi v'~) («' fi's'— i) {a’'-*-b'W~i) 

— <fi ni»fi) (coafi' -4- lin fi') (cosfi"-*- 1 /^ sin fi") ... , 


a b s' — i f cos S •+• / — I sin 9 

a' -*■ bW^^i ~ f' CO) ff-t- sin fi* ’ 

(a-)-b s^ — »)"• =: (cos fi -s- 1 / — 1 sin fi)" , 


puis 

on en conclura , en ayant égard aiu 

formules ( 17 ) 

, (î 8 ) , 

(»9) . 

, r 

1 (a + fi / — 1 ) (rt' fi'»/ — t ) (i 

a”-s- fi’’»/Zn) 



(3o) 

■ 





f —ff'f" [cos (fi fi’.+. fi" -f- . 

.... ) - 4 - |/_ I sin (fi -4- 

fi' fi" -4- 

(3i) 

<i fi /“ f 

—, — rT 7 = [cos (fi- 

— Ô* ) H- — 1 

. • 

sin (fi — fi')] 

(3i) 

(<t -h b^^^7y" — f” [cosm fi 

-t- / — 1 sin m fi] . 
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( ” 0 ) 

De ces dernières équations on déduit immédiatement la propoaition suirante. 

3. ' Théorème. Le produit , le quotient et les diverses puissances entières d’une ou de 
plusieurs expressions imaginaires ont pour modules le produit, le quotient et les diverses 
puissances de leurs modules. 

On peut encore détnontrer facilement cet autre théorème. 

4. * Théorème. La somme de deux expressions imaginaires offre , ainsi qtte leur diffi~ 
rence , un module compris entre ta somme cl la différence de leurs modules. 

Démonstration. En effet soient 

, I • ■ ' 

a b — I = f ( cos é -s- vf—, sin 4 ) , a' b' d — i = [f' cos é' ■+■ \/ — ■ siné’) 


deux expressions imaginaires qui aient pour modules f et f' la somme et la différcnc* 
de ces deux expressions , savoir , 


et 


cos 4 f' cos 4') (fiin S f' sin 4') d— i , 
( f cos 6 — f' cos 4' ) •*• (^ sin 4 — p’ sin 4* ) 


anront pour modules deux quantités positives dont les carrés seront respectivement 

t 

V 

(33) (^cos4 -s-^'cos4)* (^sin4 ^’sin 4')> = a ff'cot (4— 4') -t- 

et 

(34) (^cos4— f'cos4’)* (^sin4 — ^'sin 4')» ss f' — t pf'cos (4-— 4') f'‘. 


D'ailleurs cos {i — 9) étant renfermés entre les limites — i , i , chacune des quan- 
tités (33) , (34) sera comprise entre les limites 

P* P'* = (P p')* . 

P* — ipp'-s-p'» = (p — p')* = (p'— p)*, ^ 

et sa racine carrée entre 1a sonunc p*P*p' et la valeur numérique de la différence f—f', 
ce qui suffit pour la démonstration du théorème 4- ‘ ’ 

Corollaire. La somme de plusieurs expressions imaginaires offre un module inférieur 
à la tomme de leurs modules. 
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Soient respectivement 


(U 

Vo ï V| , V» P 


(») 

IV, P W, , Wx , 

SS', , etc. 


deux séries rtiellcs \ et posons 

H, = x't w„ s'~ , U, = V, -t- w, i/_i , II, = V, M', , etc. 
en sorte qu'on ait g^n£ralcinciit 

II, = SJ, V ~ . 

La suite des expressions imaginaires 

(3) II. , II. ) II, , , II, , etc. 

formera ce qu’on appelle une série imaginaire. Soit 


(4) 

Sh ^ u^, Ut ... 

M* ^ ^^« — 1 



=r I*e ^ V, ... 

... -+• r,., (so, H‘, -+■ ... 

... ... SV,.,) vl _ , 


la somme des n premiers termes de cette séries Selon que, pour des valeurs croissantes 
de n , r, convergera , ou non, vers une limite fixe s, on dira que la série (3) est con- 
vergente , et qu’elle a pour somme cette limite , ou bien qu’elle est divergente, et n’a 
pas de somme. Le premier cas aura évidemment lieu , si les deux sommes réelles 

' S'» -t- s’i ■+■ 0,-1 

*'■« -*• ss'i 

convergent elles-mêmes , pour des valeurs croissantes de n vers des limites fixes , et 
le second cas dans la suppositiou contraire. En d’autres termes, la série (3) sera touiours 
convergente en même temps que les séries réelles (i) et (a). Si ces dernières , ou l’une 
d’elles seulement , deviennent divergeutes , la série (3) le sera pareillement. 
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( ni) 

i , dans le ras où la sciie est convergente , on pose 

s = !. ■*■ r,,' 

r, sera ce qu’on appelle le reste Je la série prolongée jusqu’au n”». Piitis tous les cas 
possibles , le terme de la série qui correspond à l’indice « , savoir , 

II. = i>„ -I- 

est ce qu'on nomme son tenue général. Soit le module de ce terme , en sorte qu'on ait 
(6) tu -I- SS’, = f» ( cos S. -s- sin S.) , 


f„ désignant une quantité positive et é, uii arc réel. Les séries (i), (a), ( 3 } deviendront 
respectivement 


(-) 

f, cos 5 , , ^1 cos 6 , , f, cos i, , 

etc...,. 

(8) 

p„ sin éo , f, sin i, , sin 9 , , 

• 4 - 

(9) 

,(cos 9 . + V “ s'iii é.) , f, (cos 6, 1 —1 siu 9 ,) , 

/I, ( cos 9, V — 1 sin it ) , etc.... -, 

et , comme la valeur numérique du sinus ou du cosinus 
passer l'uiiité , il est clair que , si les modules 

d'un arc réel ne saurait sur- 

( 10 ) 

f. » fl > fs, etc 

' 


{ormeHuit une »éi le cOBVCCgcate , les séries (7) , (8) par conséquent la série (9} seront 
clles-mémea coantr^ntes. On peut lianc enomeer ce tliéorême. 

1." Tbéoréine. Pour <fu’tinc série trnagiiun're soit com’ergente il snffil i/iie tes modules 
de ses différents termes forment une série réelle convergente. 

On prouvera encore facilement que , posa étendre les Üié-orémcs i , a, 4 > 8, 7 

slu § 6 au cas où la série 


U, , iii , II, , Il, , etc..». 

devient iinaginaiie , il suffit de substituer , dans ces théorèmes , les modules des termes 
à leurs valeurs numériques. Ainsi , en particulier , on établira sons peine la proposition 
suivante. 
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a.* Théorème. Soit ft Ut limite ou la plus gramle des limites vers lesquelles converge, 
lanJisque n croit indèjinimenl , la racine n*"' du module f, de ». v ou bien encore une 
limite fixe vers laquelle converge , pour des valeurs croissantes de n , le rapport 

La série (3) sera convergente , si l’on a CL <. i , et divergente , si l'on a XI > i . 

Démonstration, En eflet, ti l’on a H. < i , la série (lo) étant conrergente , la série 
(3) le sera elle-mérae , en vertu du théorème i -, et si l'on a XI > i , les plus grandes 
valeurs du module 

(II) f. = (s’»* -I- SS'.*)* 

croîtront avec n au-dc-là de toute limite ; ce qui ne peut arriver qu’autant que les 
plut grandes valeurs numériques des deux quantités 

V, , «■. 

ou au moins de l’une d'entre elles croissent de même indéfiniment. Donc , si l’on a 
XI > I , l’une au moins des séries (i) , (a) sera divergente , ce qui entraînera la di- 
vergeuce de la série (3). 

Considérons li présent une série oixloiméc suivant les puissances cnticrcs et poûtives 
de la variable x , savoir , 

(il) a„ , a, X , a,x* , etc 

Pour étendre les théorèmes 8| 9 , 10 du § G au cas où les coefficients o. , a, , a,, ... 
étant imaginaires , la variable x est elle-même imaginaire ou de la forme. 

(i3) X = r (cos < r ir; sin < ) , 

r désignant une quantité positive et t un arc réel , il suffira évidemment de substituer , 
dans ces théorèmes , les modules de x , de o. , de a,+, , etc à leurs valeurs nu- 

mériques. Ainsi , en particulier , on déduira immédiatement du 1 .' théorème la propo- 
sition suivante. 

3.' Tliéorvme. Si , étant le module de a, , <0 désigne la limite ou la plus gramle 

I 

des limites de (f,)", ou bien encore une limite fixe vers laquelle converge, iandisque n 
croit indéfittitnenl le rapport 


è.+* 
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la série ( i a) restera convergente , tant y ite le module r de x sera ù^érieur ~ i « 

deviendra divergesM lorsqu'on aura ~ • 

L'une des séries imaginaires les plus simples est celle qu'on obtient en supposant que 
dans la progression géométrique 

(i4) • > ^ > ■T* I ^ > ttc 

la variable x soit imaginaire et déterminée par l'équation (i3). Si l’on nomme s, la 
somme des n premiers termes de cette piogression, on trouvera , comme dans le $ 6 , 


(.5) 


s, = 


I ,r" 


I — X 1 — X 


D'ailleurs le module <le x' étant la n*" puissance du module r de x , ce module 
et par suite celui du rapport 



deviendront inrinimcnt petits ou inCuinieut grands , pour des valeurs inBnimcnt giandes 
de n, suivant que l'on aura r<i ou r >i . Donc , si l'on a r<i, s, s'appro- 
chera indéliniment , pour des valeurs croissantes de n , de la limite s déterminée 
par l'é-quation 


I 



et la progression (i.{) étant convergente offrira pour somme 



en sorte qu'on aura 


(i6) 


I 

I X .r* -s- = 

I — X 


Mais , si le module r de x devient supérieur à l'unité , la série (i4) sera divergente 
et n'aura plus de somme. 11 résulte effectivement du théorème 3 que la série (i4) sera 
convergente quand on aura r < > , et divergente quand on aura i . 

Si l’on posait 

, ( 17 } .1 •= r (cos ( -*- t'~ sin /) , 
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t détigniDt une qoantilc positive ou négative, et < nn arc réel, le module de x ne 
serait autre chose que la valeur numérique de Z , et l’équation (i6) donnerait, pour 
des valeurs numériques de s inférieures li l'unité 

(|8) I -H î ( cos l-*-^ — 1 sin t ) î* ( vo* a * r — i sin a O +■ ~ î : . 

' ' ' ' ' I — scost— ssm.^—i 


Comme on a d’ailleurs 

(i — icost— ïsint/'^)(i— 'Xcost -4- zsinlv^_i) = (i— scosr)*-«-(zsin()‘ = t— a z cos( z*, 

et par suite 

■ I — z cos ( -»■ z sin < ✓ — I 


I — zcost— zsint./ — ■ I— azcos(-i-z* 

la formule (i8) pourra s’écrire comme il suit 


(>9) 


I -4- Z COS ( -t- S* COS H- ... <^(x sin t s*sin I 

i~scos( ssini 


i — axcocf -«-X* I— iscosl-S'X* 




et comprendra les deux équations réelles 


(ïo) 


I z cos { •*■ z> cos a t -s- etc. = ' 


zsmt-s-z' smat -s- etc. z= - 


I — zcosi 
i— axco$t"^z* 

z sini 
I — azcost-4-z* 


qui subsisteront , aiiui qu’elle , pour des valeitr. de z comprises entre les limites 


(a.) 


s = — I , z = 1 , 


En appliquant le 3.* tbéoréme aux deux séries 
(ai) 


J» X* 

X, y, etc.. 


(i3) 


m(m— 1 ) 
, , ,sx, — 


M(f* — I) (m— a) 

3 " ' ' s* 1 


etc.. 
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qui , pour des valeurs riellet de x feafermdes entre kt limita ~ i , ■ t représentent 

les développements des fonctions ( i •t- x) , et supposant /a réel, on 

prouverait encore que pour des valeurs de x imaginaires et déterminées par l’équation 
(17) ces deux séries sont convergentes comme la série (i4) , tant que x demeure com- 
prise entre les limites (xi). 

Quant il la série 


(> 4 ) 


.r* 

I . X 


.r> 

I.X.3 ’ 


etc, 


qui , pour des valeurs réelles de x représente le développement de e', ou la trouvera 
convergente pour toute valeur imaginaire , mais finie de la variable x. 


§ i 5 . Des exponentielles imaginaires. 

Déecloppements des fonctions cos x , sin x . 

, . ■ I 

Désignons k l’ordinaire par e la base des logaritlimes Népériens , et par /f un nom- 
bre quelconque. Si la variable x est réelle , les deux fonctions 

* . . I • * » • 

e‘ , A‘ 

seront toujours développables , par les formules (ix) et (xo) du § 7 en séries conver- 
gentes ordonnées suivant les puissances entières et positives de x, en sorte qu’on aura 


(0 


e' = I X 


■T* 


i.x I.X.d' - 


etc., 


(X) I . X 1 ^ ^ . etc, 

' i.x 1.1.3 

D’autre paî t , corne en posant 


011 en conclut 


1 


i.a... n 

ou An ^ ■ " 

1 .2 ...n 

<*•-1 1 * 

<i.+i 1 ( -f ; 

n \ 

An rt i 
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puii , en fiûsant croître iadé6iûineDt le nombre n , 



U mit du 3.' théorème du § précédent que les séries 


(3) 


J» 

1 . a 


.3,3 ’ 


etc 


( 4 ) 


I 


x\{A), 




1 . 1.3 ’ 


etc. 


resteront convergentes si la variable x devient ûnaginairc , sans que son moduk se 
réduise à ± «c , c’est-à-dire pour toute valeur imaginaire et finie de x. Cela posé, 
après avoir démontré l’équation (i) dans le cas où la variable x est réelle , concevons 
qu'on étende cette équation au Cas même où la variable x devient imaginaire et qu’on 
s’en serve alors pour fixer le sens de la notation A' , c'est-à-dire , pour définir une 
exponentielle imaginaire. En prenant 


A = e 

on réduira la formule (a) à la formule (i) , par laquelle se trouvera définie l'exponen- 
tielle imaginaire e^^; et comme, en remplaçant x par x\(A) dans l’équation (i), 
on fera coïncider son second membre avec celui de l’équation (a) , il est clair qu’on 
pourra fixer encore le sens des notations 


yf* , e' 

à l'aide de la formule (i) jointe à l.i suivante 

(5) A' = . 


Observons maintenant que l'équation (i) du 5 7 pouvant être étendue au cas où « et x 
deviennent des expressions imaginaires , on en tirera , comme dans le § 7 , 


( 6 ) 


lim ( t a )™ = 




X» 

> , a 


X* 

I . a . 3 


etc 


■s 
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pourvu que, le nombre entier m venant à croître indéfiniment, l’expreetlon ima^aire a 
s’approclic indéfiniment de la limite zéro , mais de manière à vérifier la condition 

On aura donc , sous cette condition 

(8) ( I a )" = e ■» , 

quelle que soit la valeur réelle ou imaginaire de x. Ainsi , en particulier , comme on 
vérifiera la condition (7) , en posant 



la formule (8) donnera généralement 

(9) e* = f.«(,-H^)". 

Si dans la formule (g) on remplace x par y on obtiendra la formule semblable 

et de cette dernière jointe k la foriniile (9) on tirera 

(,o) j, . 

ï^*aiUcurs , 'i ron 


ou en conclura 


par consê((ucnt 


a = ±(:r^y^^), 
m \ m / 

lim mat = Um -t-y -t- = x y , 

lim (i -t- a)" = c-r + r . 


Donc la formule (to) pourra être réduite à 
(11) e-s. er = c-s+r . 
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Si dam cette dernière on remplace x et ^ par xl{,/1) et on trouTCra, 

en aérant égard it l’équation (5) ' 

(il) A* . Al =1 . 

Ainsi les formules (ii) , (ii) qui expriment ime propriété fondamentale des exponen- 
tielles dont les exposants sont réels , s’étendent au cas même où les exposants devien- 
nent imaginaires. Ajoutons que des ces formules on déduit immédiatement les suivantes 


(i 3 ) 

_ Jjt _ _ gt 


(> 4 ) 

^r+,+.4-„ =A‘.Al .A‘ 

» 


quel que soit le nombre m des variables x , y , z , ; puis , en {sosant 

•f=r = *= 

(15) e"v — ( )«. 

(16) //••» = ( )«. . 

Enfin , si dans les formules (il) et (ii) on remplace x par x—y on en déduira 
immédiatement les deux suivantes 


(' 7 ) 

e^-r = — , 

(18) 

A^-r=^. 

Ay 


Concevons à présent que , dans l'équation (9) , 00 écrive x s' ■ au lieu de x , et 

que dans la formule ainsi obtenue , savoir , 

(19) ' ' = fim ~ 

on attribue à x uns valeur réelle. Si l’on pose 


(10) 


= « = "ctmg^, 
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00 aura 
( 11 ) 

(»») 


I -4- — I = r (coi ( -4- — I «in r) , 


= r" ( COI mt — I lin m(). 


De plus , comme en vertu de la seconde des formules (lo) , l’arc l aura pour limite 
xéro , l’équation (79) du § la donnera 


« m < ’ 


ou , ce qui revient au meme , 


lim mt = X , 


Enfin, puisque la première des équations (6) > (7) [$ 7] entraîne toujours la seconde , 
et qu’on a évidemment 

ma-* X* 

lim — . — = tim — = O , 
a m» am 

on trouvera encore 

m 

lîm r*“ = lim 4 i —I c® = i . 

\ ">V 

Donc on tirer.! de l'équation (20) 


Itm 


(a 3 ) 

et la formule (19) donnera 

(^ 4 ) 




cos X ^ — I SiU X , 


ay-i . 

e = COS X ^ — I sin X . 


Ainsi , toute expression imaginaire qui a l'unité pour module , et peut en conséquence 
s'écrire comme il suit 

cos X sin X , 

X désignant un arc réel , $c confond avec une exponentielle imaginaire et de la forme 
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Si l'on attribuait b x une valeur en partie réelle , en partie imaginaire , ri par exemple 
on supposait 

X =.y -► I , 

y , X désignant des quantités réelles, on tirerait de la formule (i i) jointe à la formule (i4) 

(1 5 ) = er (cos î sin î) . 

Si, dans cette dernière équation, on remplace y et x par y\{/i) et sl(^), on 
en conclura , eu égard à la formule ( 5 ), 

(16) ~ = A j cos [î 1 (/f )] -•- ■ sin [sl(^)] I . 

Les formules (a6) , (a^) fournissent immédiatement les valeurs des exponentielles 

e», 

correspondantes à une valeur imaginaire quelconque de la variable x. 

Lorsque dans la formule (a 4 ) on remplace x par — x , on obtient la suivante 

(17) ~ ' — cos X — S^~| sin X , 
de laquelle on tire, en la combinant avec la formule (i4)> 


(x8) 


a cos JT = e 




— v_. 


a sin X V 




ou , ce qui revient au même , 


(^ 9 ) 


— n - ■ 


e — e 


~i 1 Z 


ai'— I 


Ces dcmièi'cs formules subsistent , comme les équations (a 4 ) et (37) pour une valeur 
réelle quelconque de la variable x. En les étendant au cas même où x devient ima- 
ginaire , on pourra s’en servir , pouf fixer dans ce dernier cas le sens des notations 


cos X , sin X . 
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$i , & l’aide de l'équalioD (■) on développe , iuÎTant les puissances eottirés et posi- 
tives , le premier membre de la formule (i4) , on trouvera 


X* X* 

(3o1 cos r — I sin r = I -4- X v^— 1 — — 

I . a i.a .3 

par conséquent 

(3i) 


t' — 1 -t- 


X» 


i.a.3.4 


— etc. ... 


cos X = I 


i.a i.a.3.4 

-» X5 


— etc., 


I . a . 3 


.a. 3. 4. 5 


— etc.. 


1.CS formules (3i) qu'on |>cut aussi déduire des équations ( 39 ) subsistent pour des va- 
leurs finies quelconques , réelles ou imaginaires de la variable x. 

De la formule (a4) jointe aus formules (ao) , (aa) , (a5) , (a6) du $ i3 * il ré- 
sulte que , si a y b désignant deux quantités réelles quelconques , on pose 

(3a) f = i'a«+6» , = arctang ^ , 

r.n aura , pour des valeurs positives de a , non seulement 


(33) 

mais encore 

(3|) 


a b s/_i = fe^ , 


, y ±a*as/— 

a b i' — i e 


k désignant un nombre entier quelconque , et pour des valeurs négatives de a , non 
seulement 


(35) 

mais encore 

(36) 

F.n résumé l'on aura 

( 35 ) 




a b V — t — ft , 




a b |/ — I — f e 




• Pag. 10 ^, lign. Il lises 

a -t-b\'S~, = f (cos -t-i'Hi sin Ç) [cos ( a 1 1 ) ?r i. s'J57 sin(aÂr-s-i)»t]. 
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la. râleur de S dcrant être d^teroituée pur 1a première ou la (ecbnde des deux fonnules 

(38) 9 = Ç ± 1 A )T , 

(3g) 9 = (a* 1 ) ir , 

suivant <(uc la quantité réelle a sera positive ou négative. On peut donc énoncer la 
proposition suivante 

I." Théorème. Toute expression imaginaire 


a b 


est le produit itun module réel 


f a’ t,s 

par une exponentielle imaginaire de la forme 


et dans laquelle 9 désigne un arc réel eléterminé par Cune des équations (38) , (3g). 

A l'aide du s." théorème joint aux formules (i3), (i5), ( 17 ) il sera très-facile d’ef' 
fectuer la multipUcation , la division ou l'élévation i> des puissances entières d'une ou 
de plusieurs expressions imaginaires dont les modules ne se réduiraient pas à l'unité. 
Car si l'on pose 

a-t- byZr', = fe^ ' , a'-s-4's/nr7 = ;'e^*^~' , a"-«- = ^ jtc... 

f y f t t'' étant des quantités positives , et 9 , 9' , 9" ^ ... des arcs réels , on trouvera 

(9-K9'-t-9"...)t/~ 


(.^ 0 ) [a-*-bÿ — i)(a'-t- 6 's''_ i)(a"-*- 6 "(/'*_,) ...=ff'f"...e 

( 4 <) 


a ■*. b i/— _ , (S — 6')y'~, 
«' -s- 4V — 1 s' 


( 4 >) 


(a 4v— 1 )" = e 


mo^ — r 


Il est aisé de s'assurer que la formule (34) s'accorde avec la formule (33), et la for- 
mule (36) avec la formule (35) attendu qu'un a généralement 


( 43 ) 

( 44 ) 


±a*?rv'_, I ^ / — ■ , 

e = cos ikit± V — I sin a A a = I , 

e -♦- i):t ± s'm (1 A -*-i)n- = — i . 
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Il ; a plut. 5U ( déugne un arc rdel, on ne pourra évidemment Mtiiüùre à l’éqiiatwn 
iRuginaire 


(4î) 




ou , ce qui revient au même , aux deux équation* réelle* 


(46) COI ( = t , lin ( = O 

qu'en poiant 

(4;) l = ±a*ir, 


et attribuant au nombre A une valeur entière. Pareillement on ne pourra latisfaire à 
l'équation imaginaire 


(48) 




ou , ce qui revient au même , aux deux équations réelles 


( 49 ) cos ( = — I , sin ( = O 
qu’en posant 

(50) / = ±(iA H-i)ir. 


§ i6. Relations qui existent entre les sinus ou cosinus îles multiples d'un arc 
et les puissances entières des sinus et cosinus du même arc. 


Si, dans la formule (i5) du $ précédent, on remplace x par xv'"^ , elle donnera 

e"'"'~ = {e^*^~)"' 

ou , ce qui revient au même , 

cos m X i~ sin mx = (cos x -I- sin x)“ 

= cosx -*->n cos""' xsinxv/“— (ni^icos^'rxsin'x— (m)i coi""’xsin*xv'.^ etc... 
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Oo aura doue 

! eo< mx = coa" x — (m), cos""* x «in* x -t- (m), co«""4 x iin« x -f- etc... 

sinmx — m cas"'' x sm x — {mji cos"-> x lin* x etc 

ou , ce qui revient au même , 

i co« nix = [i — '(m), tang* x -f- (m), tang« x — etc...] co«" x , 

sin mx = [m tang x — (m)} tang* x etc ] co»" x , 

puis on en conclura 


(î) 


tang m x 


m tang x — (m)i tang’ x -+- etc 

— (m), tang* x •«- (m), tang* x — etc, 


Si pour fixer les idées on pose successivement m = a, m =s 3 , m ts 4 , etc. les for- 
mules (i) et (3) donneront 


( 4 ) 

(5) 

( 6 ) 
(7) 


coc ax = cos* X — sin* x , 
sin 1 X = 3 sin x cos x , 

2 tang X 

ung 2 X = 2 , 

“ 1 — Ung* X ’ 

cos 3x = coi’x — 3cosxsin> X , 

sin 3 X = 3 cos* x sin x — sin * x , 

.„.,-2-- 3*angx-Ung»T 
® »— 3Ung*x ’ 


( 8 ) 

(9) 


co«4x = co«*f — 6oas*xsin> x .4- sin* x , 
sin 4 X = 4 cos’ X sin X — 4 cos x sin ’ x , 

».n, — tang^j) 

I — 6 tang* X tang^x ^ 

etc 


Les Connules (i) dont les seconds membres cntraSneut toujours un nourbrc fini de termes^ 
peuTent sertir & déterminer cosmx et sin/nx eo fonction de sinx et de cosx« 

iS 


Digitized by Google 



( n6) 

On peut aussi exprimer les puissanees de sin x et de eos x en fonction des sinus 
et cosinus des arcs multiplet de x. En eQèt on tire des formtdes (i8) du § précédent. 

1 ' cos". X = h- m m e“<«-’W=7 ^ ^ 

_ 

3 "(i/IT 7 )” $in"x= e““*^~ ' — mé'"‘ ^ ^ ^ ^»ûr|/_i_ 


puis on en conclut i.° en supposant m impair 


(•0\ 


cos” X = 1 co« mx (m) cos (m — i) x -4- (m) cos x I 

m — t I 9 


sin"x = ^ — ^ f sinmx — m tin (m — a)x ± (m) sin x > ; 

I JW— I I 


a.** en supposant m pair 


(ia)< 


i 

cot"xï= I coamx -t-mcosC/»— a)x-f- (ro) cotax-*--rm) f 

j T- " T i ’ 

sin" X = — ^ I cosmx— mcot(m — a)x-*- x- (m) cos axa:— (ns) 


Si , pour fixer les idées on pose successirement m = a , m = 3 , m^= 4 , etc. ..... on 
tirera des formules ( 1 1 ) et ( i a) 


(i3) 


cos * X = — ( cos a X -H I ) , 
a ' 


sin* X = — (—cos a X -f- I ) , 


(■ 4 ) 


cos* X = 7 (cos 3 X 3 cos X ) , 

4 


tin* xss7(tin3x — 3sinx), 


4 
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cos « X = g- ( co$ 4 ^ *** 4 > 2 ' 3 ) , 


sia4 X = jj- (cos 4 ^ 4 ^ 3) , - 


. S fj. Sommation des sinus ou cosinus d’une suUe d’arcs représentée 

par les différents termes d’une progression arithmétique. 

1. 

Considérons une suite d’arcs en progression aritlimêtique ou de la forme 

(i) — *) t J 

t , t désignant deux quantités réelles et n un nombre entier quelconque. On aura 
■ i 

! cos 9 ^ cos {9 -t- t) -t- cos {9 1 1) ■¥■ cos [é (n — i) <] 

j sin é sin ( é t) sin (é al) sin [é (ii — i) I] j|/^i 

= e -t- e -s- e e*- . . 

D’autre part , si dans la formule (i5) du $ i4 > savoir 


I + x-i-x*-*- X**' = ■ 


t — X* _ X" — I 
1 — X “ X — I 


on pose 


on trouvera 


V-I SI/— ( 

t e -t- e e 


ou , ce qui revient au racine , 




t lyr; •> -i»~ — s»— 

e — I e* — e * i- 


ti~ ‘ ïirrr ( 

I e + e ^ e 


(a-Di/rr' 


3 $ifl si 
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On au'a donc par suite 


— I — I (6 a I) i/ — I 

e -*-e •*• f 


(j — -s- n l) s/_ I 


[fl^(n—i )<]✓_, 


(i)< 


sin(fl — — sin(g— ^t') cosffi — cosffl 

= —, -• — t'-i > 

asm— asm— 

1 a 

et la formule (a) fournira les deux équations réelles 

sinfé— — sinf S— — < ^ 

cos J -s- COI (é -*-0 to*(® ■*■ a 0 ■*• •• •♦■ cos[S -«-(n— i )l]= — a î ; — - — a — ' , 


(î) 


0 fl _ *°*(*— T* T t-*"») 


sin ^ sin(6 -4- 1 ) sin[d (/i — i ) «] 

Si dans les équations (5) Tare ^ se réduit à zéro ^ elles donneront 


asm» 

¥ 


( 6 ) 


I sin(rt — t 

i •*- CO»< cos a I •4* cos (n «-* i) / =: ^ — p- ■ / , 

^ fin» 

a 

f I cos (« — ■;)» 

MO / 4- sin a ( siii (rt — i) t — tang ^ 


Si dans les mêmes équations on po'e /tf = aT, ou < = — , leui*$ seconds mem- 
bres s'évanuiront. Enfin , si Ton pose n t = n , ou r = — , on trouvera 


(7)^ 


lé-t- cos cos ^ t ■*'^p ^ -f-...-4-cos ^ é -s- = 


sin fi -t- sin -4- sin ^fi ^ sin ^ fi •♦- ^ ^ . 
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Soit matotenaDt i unt longueur comptée sur une droite A B que renferme un certain 
plun O (y Cï' , que dans le même plan on mène par le point O i.° une perpendi- 
culaire MN il la droite AB , n autres droites qui comprennent entre elles des 
angles égaux dont chacun aura évidemment pour mesure le rapport 

IB B 

2 n ~ n ' 


Le système de cet dernières droites oflrira une espèce de rote des venlt ; et si l’on 
nomme i le plot petit des angles qu’elles ferment avec la droite M A', é sera 

compris entre les limites o , . Ajoutons que les diverses droites dont sera eom- 

posée la rose des vents , fonneront avec M IV des angles respectivement égaux aux 
différents termes de la progression aritbmétiqae 


6 , é , é -¥■ — , 
n n 


(n — I) B 


Cela posé , soient 




les projections orthogonales de la longueur s sur les droites dont il s'agit. En vertu 
du I." théorème du $ la , n». sera le produit de s par le cosinus de l'angle aigu 
compris entre une de ces droites et A B , ou ca d'autres termes , par le sinus de 
l’un des deux angles qui ferme la même droite avec M JV perpendiculaire A B . On 
aura donc 


et par suite 


(d) .s-rïi ^ lïn-i 


Un = s cos 




|cos4 cos 



Soit d'ailleurs /t la moyenne arithmétique entre les projections Ug , n, , a,., de 

la longueur s , en sorte qu'on ait 


( 9 ) 


fl» ^ ^ *+* fln-i 
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On tirera des forniulei (6} et (9) , jointe* à U teconde de* «qiaatkm* (7) ■ 

s I *■ » ; ' 


par coQSequent 


n fl Si s 


(10) 


s ^ n fl' 




Donc , puisque 6 est coiiiprU entre le* Umites o , , on conclura de l'équation 

(10) que la longueur s est renfermée entre le* limites 


a a 

n n tang , n m sm . , 


ou , si l'on fait pour sdrréger , 

(■•) 

entre les limites 
(la) 


I tang a i sin a 
T»'*— « T"'*— 


Concevons k présent que le nombre n croisse indéfiniment. L’arc n — s’appro* 
chera indéfiniment de la limite zéro , et les rapports 

tang a sin a, 


de la limite 1 ( vojez le § la ). Donc, pour des valeurs infinies de n, les expres- 
sions (la) deviendront égales entre elles et à — > et l'on pourra en dire autant 

de la longueur s , Ainsi se trouve démontrée la proposition suivante. 
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i.*' Tliéolvmc. Si l'on nooime n le nombre des droites dont se compote i^ne rose des 
vents tracée dans un plan quelconque , et /t la moj'cnne arithmétique entre les projections 
sur ces droites d’une longueur rectiligne s mesurée dans le meme plan , cette longueur, 
sera précisément équivalente à la limite vers laquelle converge le produit 


C3) 

pour des valeurs croissantes de n . 


- stix 
3 


Si , en attribuant au nombre n une valeur cootidérablc , on prend pour va- 

leur approchée de s , l'erreur commise sera représentée par la valeur numérûiue de 
la différence 

r — i 

et puisque la longueur t est renfermée entre les quantités (ta) , nous pouvons con- 
clure que l'erreur commue sera équivalente au produit de ~ n/t par une quantité ren- 
fermée entre les limites 

(<4) 


tang a 
a 


D'ailleurs , en vertu des formules (3 1 } du S ' ^ v 1^' différences 


a‘ 

1 . 1.3 




etc,, 


. 1 . 3 . 4 -5 

«in « a* / • \ »* / > \ 

— = 7 ^ ( ■ - 3 ; - 7773:4 V “ J h 


I a‘ 

7 3 


1 . 1.3 5 


etc... 


seront développables en séries convergentes dont les termes alternativement positifs et 
négatifs offriront des valeurs numériques de plus en plus petites , lorsqu’on supposera 


et par suite 


n = ou > 1 , 


“ = 77i = °“<4^'- 
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Donc alon , en vertu 

(.5) 


(i3>) 

du troUième tbéuréme du $ 6 , on aura 


sin • I 

* a 6 ~ »4 


et 

i>ar conaéquent 

(. 6 ) 

puis , en supposant 
par suite 


sin a ^ O* 

— cos « < -y 

« 3 


it» jr_ 
un»’ 


tang a 


I < 


, *» séc a I 


n» 


n =: ou > 3 , 


«=OU<g 


séc a = OU < - 7 = 


et ayant égard aux conditions 


lo lo 

,.= (3,,4.5..)* = 9,869...<,o, ^<^<1. 6^<^C 


on tirera des formules (i5) , (i6) 

sin a I tang a ^ i 

( 17 ) I < — , — 2 — — . I < — . 

' • a n» a n» 

On peut donc énoncer la proposition suivante. 

a.* Théorème. Les mimes choses tlanl postes ^ue dans le thioréme premier , si ton 
prend pour valeur approchée de s la quantité 




terreur commise ne surpassera pas U proéhàl de cette valeur approchée par ^o«m» 
7 «e fc nombre entier n ne soit pas inférieur à 3. 
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S i8. RtUtUons qui existenl entre U périmètre d’un pofygont plan et les tommes 
des projections des éléments de ce périmètre sur diverses droites. 
Beclificalions des courbes planes. 


■ /' Théorème. Un pofygone étant tracé dans un plan quelconque , si l'on nomme n 
le nombre des droites dont se compose ime rose des vents construite dans le même plan , 
A la somme des projections absolues des divers côtés du polygone sur l’une de ces droites , 
M la moyenne arithmétique entre les valeurs de A correspondantes aux diverses droites , 
et S le périmètre du polygone, on aura sensiblement , pour des valeurs considérables de n , 

( I ) S s: — K M . 

3 

De plus , si le nombre entier n surpasse 3 , Cerreur que l’on commettra en prenant 
— rtM pour valeur approchée de S sera inférieure au produit de cette valeur appro- 
chée par — . 

n* 


Démonstration. Soient 

. 

lc( longueurs des diven côtés du polygone , et des 

M . is' , M' . 

les moyennes arithmétiques entre les projections de s , ou de s' , ou de s " , 
sur les diverses droites dont se compose la rose des vents. On aura évidemment 

S =: s s’ -h s" -t- 


M = P .*■ p! s- p,"-*- 


et par suite 


— = — >ru-t- — tru-s-— tru-s- 

3 3 3 3 


D'autre part , si l'on prend pour valeurs approchées de 

», d, »" 


•7 
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les quantités 


(<3<) 


» I , t , 

-TM, -'t*. r»M 

3 2 2 

les erreurs commises , en veitu des tliéorêmcs i et i du § précédent, «eiont icspcctire- 
jiient inférieures aux produits de ces quantités par Donc l'erreur commita sur la 
somme 

s i' -I- î" = 5 


sera inférieure au produit de — par la somme 


' ' I ' » 

— n U. —7S a -< n U 

a a a 


= - T .1/ . 

a 


Cette erreur commise étant très-petite pour des râleurs considérables de n , on aura 


sensiblement alors S = —n M . 

a 


CoroUairt i.ee U est clair que la démonstration précédente est applicable non seule- 
ment h un polygone fermé , mais aussi à un polygone ouvert , c’est-à-dire, à une por- 
tion de polygone , et meme à un système de polygones ou de portions de polygones 
quel que soit d’ailleurs le nombre de leurs côtés. 

Corollaire a.' Dans le cas particulier où l’on considère un polygone conrexe et fermé , 
la somme J des projections des côtés du polygone sur une droite est évidemment 
double de ce qu’on pourrait ap|>eller la projection du polygone , c’est-à-dire , double 
de la longueur ^ qui renferme tous les points do cette droite avec lesquels peuvent 
cotneider les projections de points pris au harard sur le périmètre du polygone. Par 
suite la moyenne arithmétique .1/ entre les diverses valeurs de /é con'espondantos 
aux diverses droites dont se compose la rose des vents sera double de la moyenne 
arithmétique 3)1 entre les diverses valeurs de qui représenteront les projections du 
polygone sur ces diverses droites, ou, si l'on veut, les dimensions du polygone mesurées 
parallèlement à ces mêmes droites. On peut donc encore énoncer la proposition suivante. 

a.' Théorème. Jetant donné dans un plan ifuelcoru/tie un polygone convexe et fermé, 
si l’on nomme n le nombre des droites dont se compose une rose des vents construite 
dans le même plan , .1/ la moyenne aritltmctupte entre les projections du polygone sur 
ces diverses droites , et S le périmètre du polygone , on aura sensiblement , pour des 
valeurs considérables de n 

(a) S SX Z $n . 


Digitized by Google 



{>35) 

Dt plus, si U nombre entier n surpasse i, l'erreur que Von commettra , et prenant 
St 3W pour valeur approchée de S, sera inférieure au produit de cette valeur appro- 
chée par ~ . 

Concevons uaintenant , que les poljrgooes dont il est question duns les lliéoiêiiies i 
et a soient inscrits k dos courtes données. Si les côtés de ers poljgoucs dericnneiit in- 
finiment petits et le nombre de ces côtés infiniincnt grand , le pcriinètre de iliaque 
polygone aura pour limite la longueur nu Iç contour de la courbe circonscrite. Pur suite 
ou déduira iiumédi.itemeut des tliéoréincs i et a ceux que uotis allons énoncer. 

3.' Théorème. Étant donné dans un plan un contour quelconque S , si l'on nomim 
n le nombre des droites dont se compose une rose des vents construite datts le meme 
plan , d la somme des projections absolues des diverses parties du contour sur une des 
droites , et M la moyenne arithmétique entre les valeurs de A correspondantes aux 
diverses droites , on aura sensiblement , pour des valeurs considérables de n , 

(i) Szz-^nM. 

De plus , si le nombre entier n surpasse a , l’erreur que Von commettra en prenant 
^ssjV pour valeur approchée de S sera inférieure au produit de cette valeur ap- 
prochée par . 

Corollaire t.”’ Ce théorème subsisterait encore, si l'on représentait par S le système 
d’une ou de plusieurs longueurs mesurées sur une ou plusieurs lignes droites ou courbes 
fermées ou non fermées. 

Corollaire a.' La valeur approchée de S étant calculée .’i l’aide de la formule (i) , 
l’erreur commise ne dépassera pas la neuvième partie de cette valeur , si l'on prend 
n = 3 , la vingteinquième partie si l’on prend n = S , et la centième partie , si l'on 
prend n = lo . Dans le premier et le second cas M sera la moyenne arithmétique 
entre les sommes des projections absolues des éléments de 5 sur trois ou cinq droites 
respectivement parallèles aux côtés d’un hexagone ou d’un décagone réguUer. 

4 

Corollaire 3.* Si S représente le système de plusieurs courbes formées et tracées 
dans l’intérieur d’un cercle décrit avec le rayon R , si d’ailleurs on suppose que le 
système de ces courbes ne puisse être traversé par une droite en plus de a m points , 
on aura évidemment 

A <,vn .1 R , 
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et par »uUe 

(3) M < 3 m . -i /î ; 

puis , eu observant que la formule ( 3 ) devient rigoureusement exacte pour des valeurs 
infinies de n ^ on tirera de cette formule jointe h la condition (3) 

(4) *V < m . 3 /î . 

4* Tbéorèiue. /itani donnée dans un plan <pielcompte une courbe convexe ei fermée ^ 
si l'on nommtne n le nombre des droites dont se compose une rose des venu construite 
dans le métne plan ^ M la moyenne arithmétique entre les projections de la courbe 
sur ces diverses droites , et S le périmètre de la coiwbe, on aura sensiblement , pour 
der valeurs considérables de n , 

(3l 5 = TT a» . 

De plus y si le nombre entier n surpasse 3 , C erreur que l'on commettra en prenant 
n aW pour valeur approchée de S sera inférieure au produit de celte valeur appro- 
chée par — , 

^ n* 

Corollaire i." Une courbe convexe est, comme l’on sait, celle qu'une droite ne j»eut 
traverser en plus de deux points. Cela posé, concevons que S représente le périmètre 
d’une courbe fermée et convexe , tracée dans l'inténeur d’un cercle dont le rayon soit 
/{ . On tirera de la formule (4) » en y posant m = 1 . 

5 < 3 ÎT /î . 

Corollaire 3 .* Si S représente la circonférence d’un cercle décrit avec le layon H , 
la projection de S sur une droite quelconque , et par suite la quantité M elle- 
même se réduiront évidemment au diamètre a R . Donc alors U formule ( 3 ) donnera , 
comme on devait s'y attendre 

(5) 5 = 3 s /{ . 
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5 19 * puissances fracüonnairts , ou irrationnelles y ou négali<^es d'une expression 

imaginaire. Résolution des étjuations binômes et de f^uelfiues équations trinômes. 


Pour rendre plus clair ce que nous arons k dire sur les puissances fractionnaires, ou 
irrationnelles, ou négatires des expressions imaginaires, il sera utile de rappeler d’abord 
les définitions relatives aux puissances des nombres. 

Élever // à la puissance du degré x (x étant positif), c'est chereber un autre 
nombre qui soit formé de A par U multiplication comme x est foiiné de Tunité 
par l'addition. Pour bien comprendre la définition précédente , il faut distinguer trois 
cas , suivant que x est entier , fractionnaire ou irrationnel. 

Lorsque x désigne un nombre entier, ce nombre est la somme de plusieurs unités. 
La puissance de A du degré x doit donc alors être le produit d'autant de facteum 
égaux à A qu’il y a d'unités dans x . Ainsi , par exemple , si l’on prend 

X = 3 = I -H I .4» I , 

on aura 

A^ = A A A . 


Lorsque x représente une fraction — ( rn et n étant deux nombres entiers ) , 

il faut, pour obtenir cette fraction , cherclier un nombre qui répété n fois repro- 

duise runitc \ a.* répéter m fois le nombre dont il s'agit. 11 faudra donc alors , pour 

obtenir la puissance de A du degié i.* chercher un nombre R tel que la 

muUipbcation de n facteurs égaux à ce nombre reproduise A , former un produit 
de m facteurs égaux au nombre R . Quand on suppose en particulier m = i , la 

puissance de A que l’on considère , se réduit à celle dont le degré est ~ , et se 

n 

trouve déterminée par la seule condition que le nombre A soit équivalent au produit 
de n facteurs égaux à cette même puissance. Si , pour fixer les idées , on suppose 

X = ^ , alors aux équations 

î~3‘*'3’ 


Digitized by Google 



(IÎ8) 

correspondront les deux luirantes , 

.i'f .yT = .4'^ = A'î . 

Lorsque x est un nombre irrationnel, on peut en obtenir en nombres rationnels des 
valeurs de plus en plus approcbécs. On prouve facilement que , dans la même hypo- 
thèse , les puissances de .4 marquées par les nombres rationnels dont il s'agit , s'ap- 
prochent de plus en plus d’une certaine limite. Cette limite est la puissance de A du 
degré ,r . 

D’après les définitions qui précédent , la première puissance d'un nombre n’est autie 
chose que ce nombre lui-même. Sa seconde puissance , ou son carré , et sa troisième 
puissance , ou son cube sont les produits de deux ou trois facteurs égaux h ce même 
nombre. Quant il la puissance du degré séro , elle sera la limite vers laquelle converge 
la puissance du degré x , tandisque le nombre x décroît indéfinimeut II est aisé 
de faire voir que cette limite te réduit à l’unité , d’où il résulte qu'on a en général 

(i) A>=i. 

Ajoutons que si l’on désigne par x , y- , : , des nombres quelconques , on établira 
facilement les funiiulcs 

(a) Ar Ar — A^*r , 

(3) A‘ A' A‘ = A^+y*‘* — , 


( 4 ) {Ar)r=Arr = [A>y- 

et que , si dans l’équation (i) on pose x -s- y = s , on en tirera , pour des valeurs 
de X inférieures à s, 


(S) 


A‘-r 


A‘ 
Ar ■ 


La formule (5), étendue au cas où x devient supérieur ù s , par exemple au cas 
où s s’évanouit , sert alors à définir les puissances négatives de A . C’est donc uni- 
quement comme définition d’une puissance négative du degré — x que l'on pose 
l’équation 


( 6 ) 
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Eu partant de cette dernière formule , on prouvera tant peine qiie les équations (a> , 

(3), (4)) (3) subsistent lors même que les nombres x , j- , z, t, ou quelques uns 

d’entre eux se changent en des quantités négatives. 

Dans l’élévation du nombre /f à la puissance dont le degré est x , le nombre A 
s'appelle racine, et lu quantité x qui marque le degré de la puissance se nomme 
rxffosant. Extraire du nombre A la racine du degré x , c'est chercher un nouveau 
nombre B qui , élevé & la puissance du degré x , reproduise A ; ce nouveau 

nombre sera évidemment la puissance de A du degré ^ , puisqu'on vertu de la 

formule (4) on aura 


{ A^y = A. 


Soit maintenant a -*• b une expression imaginaire quelconque , a, b désignant 

deux quantités réelles. En généralisant les nations que nous venons de rappeler , on ob- 
tiendra les définitions suivantes relatives aux puissances fractionnab es ou négatives de 
a b . 

Extraire la racine n'"' de l’expression imaginaire a b , ou , en d'autres ter- 
mes , éléver cette expression k la pu'issance du degré ~ ( n désignant im nombre en- 
tier quelconque ) , c'est former une nouvelle expression imaginaire dont la puissance 
reproduise a b 7 . Ce problème admettant plusieurs solutions comme on le verra 
tout-^-l'hcure , il en résulte que l'expression imaginaire a ^ b ^ — ■ a plusieurs ra- 
cines du degré n . 

Pour éléver l’expression imaginaire a b s'—, à la puissance fractionnaire du 

degré ■— ,^il faut, en supposant la fraction ^ réduite St sa plus simple expression , 

J.” extraire la racine n"' de l’expression donnée ^ a.” élever cette racine ii la puissance 
entière du degré m , 

Enfin élever l’expression imaginaire a -t- b , à la puissance négative du degré 
— m ou — — ou — — , c’est diviser l'unité par la puissance du degré m , ou 


En vertu des définitions précédentes, extraire la racine n™* de l'expression imaginaire 
a •*- b V — ■ , c'est déterminer les valeurs imaginaires de x qui vérifient l’équation binôme 

(?) X’ = a -t- b rlTT , 

<(ue l’on peut aussi présenter sous la larme . 


•; 8 ) 


x' ^ f e 
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pourvu que , lei valeun de ^ et ^ étant 

(9) t = f = arctang ^ , 

et k déûgnaDt un nombre entier quelconque , l’on prenne 

( 10 ) $ = l ± a k n , 

(i la ejuantité a est positive , et 

(11) é = f±(a*-*-i))t, 

li la quantité a est négative. Or il est clair qu’on vériGcra l’équation 

_ f ± a * w 
^ = e , 


('») 

en prenant 
(. 3 ) 

et l’équation 

(<4) 

en prenant 

[> 5 ) 


i i/- 


n k n 


n n 
X = ^ e 


_ r/=7 ±(a* ^I),/:I7 

— ^ e C , 


i I/:=T 

n n n 

X zz f e e 


U 7 B plus. On peut aisément s’assurer que toutes les racines de l’équation (8) sont 
comprises dans la formule ( 1 3 ) lorsque a est positif , et dans la formule ( 1 5 ) lorsque 
a est négatif. Effectivement représentons par 

r e , 

une quelconque des valeurs de x propres à vérifier l’équation (8 ) , r étant un mo- 
dule positif, et ( un arc réel. En vertu du troisième théorème du $ i 3 , on aura 


' = (1, r = (i- 
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et , comme l'^ipution (8) doonera 


n// — I 4 I 

' e = ^ e I 


on en conclura , i .• i « tf ert poiitif , 

nt\/~ _ _ X^~t 

t SC — c } 




puU en multipüant de part et d’autre par l’eaponentieHe e 

c — » I 

par conséquent ( voyei les fomiules 45 i 4 ? i 48 et 5o du $ ! 5 ) 


«r — = 


Ç a * >r 

. ‘=r*-v-- 


n n 


a.* si a est négatif 


par conséquent 


a/_, I 

e = e *s e 


r (a*-s-i)ir 

n » — (f* n) = ± a * w , ' = „ n ' 

Si l’on suppose en particulier 

U =: I , é = O , 


est trourera 


é = ' . î = O . 


et l’équation ( 7 ) ou ( 8 ), réduite & 

(t6) 


jr" = I 
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mira pour racine» le< diverse» valeurs de ;r , que l'on peut déduire de la formule 


(' 7 ) 



ni prenant pour k des nombres entiers. J’ajoute que , pour obtenir toutes les racines 
de l’équation (i 6 ) , il suffira d'employer les valeurs entières de k comprises entre les 

limites o, — . En effet, considérons une valeur de k située hors de ces mêmes li- 
1 

mites -, et soit alors h le nombre entier le plus voisin du rapport ^ . La différence 

t 

entre les deux nombres h , — sera tout au plus = — , de sorte qu’on aura 


(i8). 


k . *' 

— = Il ± — , 
n n 


k' , . , . , I 

— étant une fraction égale ou inférieure & — , et par suite k' un nombre entier 


inférieur ou tout au plus égal à — . Or , comme on tirera successivement de la for- 
mule (i 8 ) 


a J it , a ê' ) 
= a A tr ± 


a A » , a A' a 

± (/_, ± 


il en résulte que, sans altérer les valeurs de x- fournies par la formule (17) , on peut 
y remplacer le nombre entier A , lorsqu’il est situé hors des limites o , ^ par un 
autre nombre entier compris entre les mêmes bmites. 

Si l’on réduit le nombre A i,* A sa limite inférieure , c’est- A>dirc A séro; a.* en 
supposant que n soit pair , A la limite supérieure ^ , on obtiendra les seules racines 
réelles que puisse admettre l'équation (16) , savoir : 

(•9) X = I , et X = — I , 
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la seconde disparaissant toujours , loi'sque n est impair , les autr es racines correspon- 
dantes aux râleurs 

' . — — . 

du nombre A , si n est impair , et aux valeurs 


I , a , 3 , 



du même nombre A , si n est pair , seront imaginaires et conjuguées deux à deux. 
Donc l'équation (i6) offrira , si n est impair, une racine réelle et n — i racines 
imaginaires ; si n est pair , deux racines réelles et n — a racines imaginaires. Le 
nombre total des racines distinctes sera dans tous les cas égal au degré n de l'équa- 
tion (i6). 

En combinant la formule 

a A « ■■ 

, , 

n a A jr . a A 

X = e = cos ± r — I sm , 

n n 


avec les formules (67), (71) du § la, et posant successivement 

n = 3 , n = 4 > 

on trouvera , pour les racines imaginaires de l’équation x> = 1 , 



pour les racines imaginaires de l'équation x> = i , 


'x 


± - 
a 


etc 

Si Von suppose dans l’équation (7) 

a s ^ I ^ 6 s O 9 
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oa trouvera eiKoro 


( '4Î ) 

P = ' . ?= O I 

et l’équation (7) ou (8) léduilc à 

(ao) X’ = — I , 

aura pour racines les diverses valeurs de x que l'on peut déduire de la formule 


± -I 


(î>) 


en prenant pour k des nombres entiers. De plus , comme la différence entre le rapport 

a A -4- r 
a n 

et le nombre entier h le plus voisin de ce rapport sera évidemment une fraction de 
numérateur impair , inférieure ou tout au plus égale ii ^ , par conséquent une fraction 
de la forme 

a A ' I 
a n 

a A' -4- I étant un nombre impair égal ou inférieur à n , comme d'ailleurs la formule 

a A - 4 - I , a A’ - 4 - I 
=h± 

■ an an ^ 

entraînera les suivantes 

a A - 4 - I a A ' -4- I 

rr = a n a X ■ — - - » , 


a A -4- I a A* -4- I 

ît/— I ± rrr— < 

n n 

f = e 


il est clair qu'on obtiendra toutes les racines distinctes de l'équation (ao) , en attribuant 
successivement au nombre A toutes les valeurs entières comprises entre les limites 

n, " ^ ' . Au reste A ne peut atteindre la seconde de ces linritcs et devenir égal à 
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^ ^ , qu’autant que n est impair , et c’est alors seulement que l'équation (lo) 
admet une racine réelle , savoir , 

(si) X = — I . 

Les autres racines correspondantes aux valeurs 


n — 3 


’ > ‘ s » 


du nombre é si n est impair , et aux valeurs 

n — » 


du même nombre k si n est pair , seront évidemment toutes imaginaires et conjuguées 
deux à deux. Donc l’équation (ao} offrira, si n est impair, une racine réelle et n— i 
racines imaginaires , si n est pair , n racines imag'maires. Le nombre des racines 
distinctes sera donc toujours égal au degré n de cette même équation. 

En combinant la formule 


(it-s-i)jr 




{ a A I ) » 1 ( a A -4- O )T 

= cos ^ — ±. s'—i sin i !— 


avec les formules (67) , (71) du § la , et posant successivement 

'n = a, n = 3, n = 4 , etc 

on trouvera pour les racines imaginaires de l'équation x‘ = — 1 


X = « * =±vr-;, 

pour les racines imaginaires de l'équation , x« = — 1 

*3*^ . 3T_ 

x = e =-±-vCT, 


pour les racines imaginaires de l’équation = •« i 

T 3 TT 

x=e ’ = — , x = c ’ = 7^ 

s'a /a 
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ou plut simplement 
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etc.. 


X 


J I ± v'—t 
/'â 


D’eprjt ce qu'on vient de voir , les racines n'~' rdellet ou iinaginoires de chacune des 
quantités — i , i sont en nombre égal k n . D'ailleurs , pour obtenir toutes les 
valeurs de x que donne la formule (i3) ou (i5) il suflit de multiplier successivement 
l’une de ces valeurs , par exemple , 


/> 


n 



I 


n 

é 


^(r±T)s':::T 


par les diverses racines de l’unité du degré n , ou bien encore de multiplier la seule 
expression 


(a3) 



par les racines n"*" de F unité , si a est positif , et par les racines n"" de — i , si 
a est négatif. Ajoutons que , dans le premier cas , l’expression (x3) sera précisénrent 
une des racines n’”" de a b , c’est-à-dire une valeur particulière de x pro- 

pre à vérifier l'équation (7). Cette valeur particulière est celle que nous désignerons 
par la notation 


(^ 4 ) 


(n -t- 1 i/_i)* , 


dont nons ne ferons usage qu’autant que la partie réelle de l’expression imaginaire ren- 
fermée entre les parenthèses sera positive. Cela posé , en admettant que p et ^ soient 
déterminés par les formules (9) , on aura , pour des valeurs positives de a , 


(a5) 



= (a -s-i , 


et pour des valeurs négatives de a , 


(16) 



n n 
f ' 


= ( — fl— 1)" . 
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Pu- suite on tirera des formules (i 3 ), (i 5 ) i.* pour des valeurs positives de a 

•xk n , 

^ ± — * 

(27) ' e ; 

1.* pour des valeurs négatives de *<t 

{ik -*-ilîr , 

(î8) jr = ( — a — 6 " e " j 

et l’on pourra énoncer la proposition suivante : 

1." Théorème. Le nombre des racines distinctes de l'équation binôme 

r’ =: a s- b dZIi , 

est égal au degré n de cette équation. Ces racines ont un module commun équivalent 
à la puissance ^ du module de a .*■ b Elles sont représentées , pour des va- 

leurs paires de a , par les seconds membres des formules (i 3 ) ou (17) , pour des va- 
leurs impaires de a , par les seconds membres des formules ( 1 5 ) ou (18] ; et , pour 
les obtenir toutes, il suffit de multiplier successivement l’une d'entre elles par les diverses 
racines n"“' de l’unité , c'est-à-dire par les diverses valeurs de Cexpression 


(•»9) 



Les racines n"" de a -t- b étant représentées par les seconds membres des éqna* 
tions ( 1 3 ) ou ( > 5 ) , les puissances m""' de ces racines ( m étant un nombre entier pre- 
mier 1> n ) , ou , en d’autres termes , les diverses valeurs de la puissance de as- b V — i 

du degré — seront évidemment comprises , si a est positif , dans la formule 


(3o) 


m 

n 

è 



ikmtt 



et si a est négatif , dans la formule 


(3i) 


m m „ ■ ( I i 1 ) m îf _ 

_ JJ 

te e - 
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Dana le premier cai eeuleiueDt , l’une de eei valeura lera de la forme 

« 

Cette râleur qu'on obtiendra , en poiant dana la formule (3o) A s o , eat celle que 
noua déaignerona par La notation 


(3ï) 


{a , 


de aorte qu’en aupposant lea quantltéa f , ^ détemiioéea par lea équalioni ( 9 } , on aura 
pour dea valeura po>itivea de a 




(33) 


n n , . , — 

t e 0 t'—i)" , 


et pour dea valeura négativea de a 


4^4) 


n n 
A « 


= — )• 


Par suite lea diveraea valeurs de la puissance de a b 1 du degré — peuvent 
se déduire , pour des valeurs positives de a , de la formule 

aAnssr 


n *- 


V~ 


(35) {a b ✓_! )" c , 

et , pour des valeurs négatives de a , de la formule 

m * L K— I 

(36) (_a_6/:Z7)-^e 
n est bon d’observer que chacun des facteurs 


{h) 

(38) 


■xkmn 

± — - — 


(nA-»-i) mit , 

± »/z:7 
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compris dàn$ Ui formules (3o) et (3i) ^ ou (35) et (30) se rvdiût à Tum des racines 
de la quantité -f- i , ou i • Il est d'ailleurs facile de s’asairer qu'on obsicodra 
successivement toutes les racines , en attribuant successivement au nombre k dans lu 


foi mule (3^) les valeurs entières comprises entre les limites 


n 



et dans la foroiule 


(3H) les valeurs entières conipi Ues eixlrc les limites o, — - — ; pounû q»ie , suivant 

ri)V|N>thè<c admise, le nombre m soit premier à n. 

Observons encore qu'eu vertu des formules (a5) et (3a) on aura généralement pour 
des valeurs positives de A 


(3y) 


(rt -t- = j (a 


..)^r 


Si l'on divise l’unité par la puissance de du degré — , c’est-indire , par 

le produit (3o) ou (3 1 ), on obtiendra la puissance de du degré — — . Les 

diverses valeurs de cette puissance seront comprises , si a est positif , dans la formule 


(î“) 


m m „ ikrm: 

4/— I 

nn n 


et , si a est négatif , dans la formule 


({•) 



m , (aA-«-i)OTff 

:f j/_, 

n n 

e e 


Dans le ptemicr cas seulement , l’une de ces valeurs sera de la forme 


(4>) 




Cette valeur qu’on obtiendra , en posant dans la formule (4o) A = o , est celle que 
nous désignerons par la notation 


(P) 


( a -s- fr ) » , 
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<le sorte qu’cn supposant les quantités f et ^ déterminées par les équations ( 9 ) , on 
aura , pour des valeurs positives de a , 


( 14 ) 


m m „ , 

JT « 

f f =(a b |/_i ) • , 


et , pour des valeurs négatives de a , 
m fn „ 

(45) f " c =( — a_.i/=7)~ . . 

En général m et n étant des nombres entiers quelconques , les deux notations 

■n m 

(4C) (a-i-6s':^" , (a-*-frs'IT7) " 

seront comme la notation 

(a ^ *)✓—)' 

uiuqucmcnt employées dans le cas où l'expression itnag'maire renfermée entre les paren- 
tlicscs ofitira une partie réelle positive , à moins que la fraction — ne se réduise à mi 
nombre entier. 

Si la fraction ^ se réduit à un nombre entier m , alors les notations (4C) pour- 
ront être employées , quelque soit le signe de la quaulité a , et de la formule 


m 


, 6 if-, 

a b y ~i = f e 


on déduira immédiatement les deux suivantes 

, , ,—jn m m —m 

(48) 1 ) e • 1 (a-*-by—t) =f e 

Si au contraire — ne se réduit pas à un nombre entier, alors, en posant pour abréger. 


H = * 
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OD tirer* dei formule* (33) et (44) « mai* ieulemeut pour dei Toleuri potitirei de a , 


(49) ■ = 

L’équation (4p) iubiutant pour toute* le* valeurs entières ou fractiounairet de la quan- 
tité positive ou négative désignée par n , l’analogie nous porte é l'étendre au cas même 
où la quantité *s devient irrationnelle . C’est ce que non* ferons désormais. En con- 
séquence , si fi est irrationnel , la notation 


(fl-t- t vCT7)'* 

sera employée pour désigner le produit 

S* 

f « > 

c'est -ii-dire la limite vers laquelle converge l’expression 

[a -t- b i/Z~i) ” ï= P " e " ^ , 


tandis que l’on fait converger la quantité positive ou négative , ±— vers une limite 
égale à n . 

La résolution de l’équation ( 7 ) entraîne celle d’une équation trinôme de la forme ' 


(50) px” I) = O . 

En effet cette denuère , pouvant s’écrire comme il suit 

(51) ,, 

pourra être remplacée , si y est positif , par le système des deux équations bi- 

nômes comprises dans la formule 

, 5 ., 
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et . ^ — 9 

est négatif , pot le système des deux équations binômes comprises 

dans la formule 

• 

(53) 


2 \ 4 / 

Si n se réduit à Tunité , l'équation (5o) sera réduite à l’équation du second degré 

(54) • . 


et admettra deux 

racines réelles inégales , et comprises dans la formule 

(55) 


si l’on a 


(56) 

: 

deux racines imaginaires inégales comprises dans la formule 

(57) 


si l’on a 


(58) 

?<’• 

cniio deux racines réelles égales et déterminées par la formule 

(5g) 

x = -£. 

si l’on a 


(6o) 



En terminant ce paragraphe nous ferons relativement aux racines n”"' de l'unité re- 
présentées par les diverses valeurs de l’expreaûon (a^) une observatian qui n'est pas 
sans importance. 
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Si l'ou pose , pour abréger , 

(6i) 

et , ai l’on nomme l , T deux quantités entières poùtives ou négatives, mais tellement 
choisies que l' — l ne soit pas divisible par n , les expressions 



2/ JT , iV •X ^ 

(62) A' = e " , X''=e " 

seront deux racines n'"" de l’unité , distinctes l’une de l’autre , puisque la différence 



ne peut s’évanouir qu’autant que 

r~i 

• n 

est un nombre entier. Donc les expressions (6a) seront deux racines n"" de l'unité dis- 
tinctes l’une de l’autre , si la différence V — l gst inférieure k n , d'où il résulte 
que pour obtenir toutes les racines de l’unité du degré n , il suffit de prendre n 
termes consécutifs de la progression géométrique 


(63) , 1" , T , I , 

indéfiniment prolongée dans les deux sens , par exemple , les termes 

(64) I , X , X* , X— . 
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S 20 . Logarithmes des expressions imaginaires , et logarithmes imaginaires 
des quantités réelles. 


Soit 

a-^h\T=r^ 

une expression imaginaire quelconque , a , b désignant deux quantités réelles. Ce qu'on 
appelle le logarithme de a s- b ÿ — t , dans le système dont la base est d , c’est 
une seconde expression imaginaire a 0 |/_ ■ , dans bqueUe les quantités a, B 
sont tellement choisies que l’on ait 

(i) A sz a ^ b V — s r 


et par conséquent , eu égard à la formule (5) du § 1 5 , 


(î) 




zza -t- b |/— I . 


Ainsi , en particulier un logarithme Képérien de a . 4 - é p' — i sera une expression 
imaginaire a, B p' — 1 tellement choisie que l'on ait 


(3) 

D’ailleurs , si l'on fait 

(4) 

et, si l'on désigne par 
positives de a , 


e 


a *+*)3 p' — I 


= n -s- é I . 


/> = P ai + , ^=arctang-, 

h un nombre entier quelconque, on trouvera , pour des valeurs 


(5) 


a b P — I = f e 


(^±a*7r)s^— I 




et , pour des valeurs négatives de a , 

( 6 ) a^b . 

Cela posé , il est clair qu’on vérilicra la formulé (3) , si a est positif , en prenant 
{ 7 ) « -*. /3 pZT7 = 1 + (J± 2 * s)/~ , 
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et ) li a devient négatif , en prenant 

(8) = I)v] I^rrr. 

Il y a pliu. On peut aisément s'assurer que lu formule (~) nu (8) fourniia tous les lo- 
garithmes Népériens de l’expression imuginaiie a -*-0^1^. Car, en vertu du a.* 

tliéoréme du § i3 , le module e‘‘ du premier membre de l’équation (3) devra se 
confondre avee le module f de l’expression a b ^ — i . On aura donc 

'“ = />. « = l(/')i 

D'autre part, si, en adoptant la valeur précédente de a, on réduit k li zéro dans 
la formule (5) ou (6) , on tirera de cette formule , jointe a l’équation (3) , i .* pour des 
valeurs pontives de a 

par conséquent 

/8 — Ç=±aA)t, /8 = ± a ^ X , 

a.* pour des valeurs négatives de a 
par conséquent 

= ± J*,, i8 = fa:(a*-l-i)x. 

On prouvera de même que les valeurs de a, -*■ B propres li vérifier la formule (a), 

ou les logarithmes de a ^ b relatifs au système dont la base est A , sont tous 

compris , pour des valeurs positives de a , dans la formule 

(9) , 

et , pour des valeurs négatives de a , dans la formule 

(,o) (f ) (i;±a*x)Z.(e).trr: . 


Digitized by Google 



(lîC) 

Si l’on suppose en particulier a -t- b = ± i , par coDSvqaent ^ = o , J as o , 
les formules {7) , (8), ou {9), (10) donneront jmur les logaritbmes Népériens de 1 f 
iiou seulement zéro , mais encore toutes les expressious imaginaires de la forme 

(il) taAs/IT];, ou siaAjrX («) , 

et , pour les logarithmes Népériens de — > 1 toutes les expressions imaginaires de la 
forme 

(il) i: (a A -r- i) ît , ou ±{ik ■+■ t) T! L {c)^ —t . 

Généralement , si a -*■ b V — 1 se réduit il une quantité réelle <1, on pourra, en vertu 
des formules (7), (8), ou (9), (10) considérer comme logarithmes de a, i.* si a 
est positif, toutes les expressions comprises dans la furinule 

(i 3 ) I (a) ± a A îT i/1^ , ou i (a) ± » A w i (e) ; 

a.* Si a est uégatif, toutes les expressions comprises dans la formule 

(!.{) 1 ( — a) ± (a A -t- i) T |'' 3 T 7 , ou L( — a) ± (a A a -*-i) Z, (c) r'~i . 

Observons d’ailleurs qu'on peut obtenir toutes ces expressions , en ajoutant à l’une quel- 
conque d’entre elles, par exemple, lorsque a est positif au logarithme l'écl l(a) 
ou ^ (a) les diverses logarithmes imaginaires de l'unité. 

Lorsque, b n’étant pas nul, a est positif, l’un des logaritlimes de a b y" ■ , 

savoir, celui qui correspond à une valeur nulle de A , est précisément 

(> 5 ) ou 

suivant que l’on prend pour base le nombre r ou le nombre A . C’est ce logarithme 
que nous désignerons par la notation 

(16) 1 (a -»• A 1 ) , ou L {a -t- b <J— , ) 

dont nous ne ferons usage , qu’autant que la portion réelle de l’expression imaginaire 
renfermée entre les parenthèses sera positive. Cela posé , en admettant que f et f 
soient déterminés par les formules (4) , ou auia , pour des valeurs positives de iz , 

* Cf ) ^ = 1 (rz A 1''— I ) , 

= h (a A \TZr, ) , 
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et , pour des valeurs négatives de a , 


{ > 5 ; ) 


(. 8 ) 


1 ((,) H- Ç/— = 1(— O — 6 
L[f)^lL(f)v=: = L[ — a — b 


Par suite les divers logmitfamca de l’expression a-*-b\/-^x se déduiront, pour des 
valeurs positives de a , de la formule 

(tp) 1 (a -s-6/ir7) ±i*»rk^tr7 , ou L[a-*- b\/ — i)±^kn L{e )^ — j , 


et , pour des valeurs négatives de a , de la formule 

(ao) I( — a — il v'_i )=*:(»*-•->)’*'/ — < t o“ f. {— a — iiv3T±(aA 1 )» v'ir; . 

L’inspection de ces diverses formules conduit immédiatement à la proposition snivante. 

I Théorème, (/ne (fiianlilé rèrtU on une expression imaginaire i/ueltonr/ue a toujours 
une infinité de logarithmes imaginaires, dont V un devient réel, lorsque l'expression donstée 
se réduit à une quaniUè positive. De plus , pour obtenir tous ces logarühsues , il suffit 
tVajouter à l'un d'entre eux , les divers logarithmes de l'unité compris dans la formule 

± a A îT d — I , ou £ a A IC L [e) . s/ — i . 


Ajoutons qu’en vertu des formules ( 17 ) et de la formule (4g) du § ig, ou aura toujours, 
en désignant par n une expression imaginaire dont la partie réelle soit positive , 

(a.) L(ar) = {-J^j =l(x).lL(e) , 

et 

(aa) x'" 

Soient maintenant 

(a3) X SS a -s- b s/HT , x = a‘ .*-b‘ s'ITi , a = n" 4 - b" /ITT , etc 

plusieurs expressions imaginaires dont les parties réeUes 

«, «t'r 
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«oient positives. Si , en désignant par 

f . f ) f" > •• 

leurs modules , on pose 

6 „ V ^ b" 

fsarcungj, r = r=*«*«»6— ,> 

on trouvera 


x — fe , x = ft , ï = p e 


(î4) 

et par suite 

(ï5) Z =fef" « 

Si d’ailleurs l’arc 

r -H r + r 




est compris entre les limites ~ J ^ i partie réelle du produit xj z sera 

positive , et l'équation (a5) entraiiicro les suivantes 

\[xyz...) = \{ff'e"...) + (r+r+r-^ 


L(xyz...)=Hff'f"...] -t- (J-s-i;’-*- ï" 


qu'on pourra encore écrire comme il suit: 


(o6) 


I l(^r= ) = l(x)-»- 1 (^) -t- I(z) H- 

I L{xyz ) =l.(x)-t-L{jr) -t-L(z) 


Pareillement si a étant positif , et fi désignant une quantité réelle quelconque , le 
produit fl J' reste compris entre les limites — ï ^ première des équations 

(l3) donnera uoo seulement 


(a?) 
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m»U encore 


( '5g) 


l(x^)=l(/) H- Mr 1^=7 =#*[>(/') + ?/”], 

£ (l ftÇA(e) ^c:T= M (ri -t- r M i''^] , 

1 (,r^) =(» I (r), 

l (j-^) =/iL(T). 

Ainsi le» formule» r% 6 ), (a 8 ) qui sont gûncralomcnt vraies , lorsque : (K>ignent 

(les quaiilitc» réelles positives , en vertu des propriétés fondamentales des logniitiiines 
recU , ne peuvent pas être étendues , sans de notables restrictions , au cas 4 >ù a', ^ y 

Z , deviennent imaginaires. Dans ce dernier cas , les formules {‘ 26 ) subsisteront si , 

les valeurs de étant déterminées par les fonnules (i3), et leurs parties 

réelles a, u* , a** , ..... étant positives la somme 

h b* 

(»ÿ) arctaiig — aictang — , ■+■ arctang -f- 

reste comprise entre les limites 
étant positive le produit 

(3o) 

reste coiiipiiv entre les même» limites. 


et les formules (a 8 ) si , la (|uaiitité a 


fA ai'clang — 
a 


ou I ce qui revient au meme , 

(18) 
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§ ai. Dts séries imaginaires doubles ou multiples* 


Si l'on suppctfc que le» quantités comprise.^ dans le tableau n.* (i) du § 8 se cban* 
gent en autant d'expressious imaginaires, lu série double, dont ces quantités étaient les 
différents termes, deviendra une série double iiiiagmairc , dont le terme général sera 
représente par 


f m‘ 

m , m' étant deux nombres entiers quelconques. Pareillement on peut imaginer une 
série imaginaire triple dont le terme général 

. U« , n'y 

serait une fonction imaginaire des trois indices entiers m, m'*, et finalement une 
série imaginaire multiple dont le terme général serait une fonction imaginaii*e de m 
indices 


m , m' y m" , m'" , 

cliacuu de ces indices pouvant recevoir successivement les valeurs entières 

O , I y a , 3 y 4 > 

Cela pose, nommons St, la somme formée par i'additiou d’un nombre fini ou meme infini 
de termes de la série multiple , cette somme étant composée de manière qu'elle ren» 
ferme au moins tous les termes dans lesquels la somme des indices est inférieure n, 
et que jamais elle ne comprenne un terme correspondant it des indices donnés , sans 
rcnfcimer eu même teins tous les termes qu'on en déduit en remplaçant ce» mêmes 
indices ou quelques uns d’entre eux par des indices moindres. Si , toutes les fois que 
les deux conditions précédentes sont remplies, la somme Sh* converge pour des valetus 
croissantes de n vers une limite fixe s la série multiple sera dite coneergente , et 
la limite en question s'appelera la somme de la série. 

Dans le cas contraire la série imaginaire multiple sera divergente , et n'aura plus de 
somme. Si , dans le premier cas , ou pose 

s = f, -I- r, , 
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Km Mm le reste de la s4rie imaginaire multiple , et ce reste , qui représentera ce qu’oit 

peut nommer la «oinme de tous lc« termes non compris dans Sn y d<'\ierKlra infiniment 

petit pour des valeurs infiniment grandes de n. En partant de ces déüiiiüoui on piou'* 

vera sans peine* que pour rcndic les théorèmes i, ü, ^ du §8 applicables aux 

séries imaginaires multiples , il suflit de substituer dans ces tbéorcmes les modules des 
différents termes b leurs valeurs numériques. Ainsi , en paiücubcr , ou pourra énoncer 
les propositions suivantes. 

I." Tbéoréme. Lorsque Us moduUs des divers termes tTune série imaginaire multipU 
forment une série réelle convergente , la série imaginaire est cUc-mcme convergente, 

1 ,* Théorème. Supposons tpie , pour un moduU de la variable n inférieur d c y 
la fonction y de. x soit développable en une première série convergente ordonnée 
suivant Us puissances entières et positùvs de ar , et que pour un module de la variable 
y inférieur â c’ , la fonction z de y soit développable en une série convergente 
ordonnée suivant les puissances entières et positives de y , z sera développable en une 
nouvelle série convergente ordonnée suivant les puissances entières et positives de x y 
toutes Us fois que le moduU de x y étant inférieur d c , produira pour Us termes 
de lit première série des modules dont la somme sera inférieure à c * . 

Pour montrer une application du a."*' tliéoréme , supposons que , la valeur de x 
étant iiiiagiDatrc , on prenne 


(0 


y = x^ 


.r* 

3 


.T* 





s = I -h 


M.r 

I 


I .3 1.3 .3 


Comme les séries comprises dans les seconds membres des formules (i) et (a) seront 
convergentes y la première pour tout module de la variable x inférieur b Tuoité , la 
seconde pour toute valeur imaginaire et fuite de la variable y , oo tirera de ces for- 
mules y en attribuant b x un module r < i , 


(3) 


z = 1 




etc.... 


Or , en vertu du a.** tbcorcmc , le second membre de la formule (3) devra sc réduire 
pour < I , b la somme d'une série convergente ordonnée suivant les puissances 
entières et positives de x. D’ailleurs , ce second membre coïncidant pour des valeurs 
réelles de x y avec le second membre de la formule (4) du § 1 1 y sc transfonnera , 
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par cetts réduction , en celui que présente la formule ( 7 ) du même paragraphe. On aura 
donc , pour r < 1 , 


= = e^-^ = . 


I — a 1 — 2—3 


• etc.... 


En d’autres terrnes , tant que le module de jr restera inférieur à runité , la fonction 
y déterminée par la formule (t) Térificra l'équation 


( 4 ) 




I* X 


■ — a I — 1 — i 


Si l'on suppose en particulier /. = 1 , la formule (4) donnera simplement 
(5) e r = I -H X . 


§ II. Développement des fractions 1 (i-s-x) , L (i|..-x) , (i 
lions le cas où la variable x devient imaginaire. 

Concevons que l’on attribue à la variable x une valeur imaginaire et de lu l'ormr 

r/ZT . 

( 1 ) . x = re = r (cos ( 5111 /) , 

r désignant un module positif et t un nix réel. Si l’on fait , ]>our abréger , 

. . e sin t 

W s=arc.ang— , 

et , si l'on désigne |>ar /u une quantité réelle , on trouvera , pour toutes les valeurs 
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poiitivcs (le I -t- r cos ( , par conséquent pour toutes les valeurs du luodulc f coiii- 
prues entre les liiniles o, i , 


( 3 ) 

( 4 ) 


- t/ 

X = ( t -f- a r cos C r*)» e 


1 ( I -► x) = — 1 ( 1 I r cos t -s- r") f , 


t r»)-* e = e 


( 5 ) 


( I ^ x) = ( I 1 r cos 


D’autre part, en supposant la variable x réelle et comprise entre les liiiùtes — 
nous avons trouvé 


( 6 ) 


l(l•♦-x) = x— — -1-^ — etc.. 

S â 


C) 


( I -l-x) = I fÀX -h 


— I) ^ — 0(m — _ 

1.3 1 . 3.3 


etc,. 


J'ajoute maintenant que les ronnulcs (6) , (7) subsistent encore pour des saleurs iiiM' 
ginaires de X , lorsque le module r est inférieur h Tunité. C’est ce que l'on dé- 
montrera sans peine en opérant comme il suit. 

Concevons que , la variable X étant imaginaire , et son module inférieur à l’unilé , 
on |>ose 


(8) 



ce qui est permis , puiscpi’alors la série comprise dans le second membre de lu formule 

( 8 ) est convergente, ba formule ( 8 ) enbaînera l’équation 

(9) er = 1 -I- X , 

( vojci le S précédent ). Donc y sera l’un des logaiithmcs imaginaires et Népériens 
de I .4- X . En d'autre termes , on aura 

^ = I ( I -t- x) ± 3 A- w séiTJ , 

(10) 1 ( I x) = V X 3 A rr ré— I = X — -t- etc, x 3 A a v — 7 , ' 

2 S 
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h désignant un nombre entier , par cOnaéquent 


I A** r® 

(lï) — l(i ar cos i H- r*) = r cos I — — cos a « cosSï— etc... 


et 


(ta) ssarctang 


r $mt 


r* 

=rsmt — — sina t ^ sin3 < — etc. 

I -4- ar cost r* a i 


On tire d’uillcurs de la formule (la) 


(i3) ±k = — ^ ! ^rsint — — sinat ^ -"-sia 3t— — arctanc ’ LÎÎ!LÎ j 

2 ffl\ a 3 / ®i-Harco8l-4-r»(* 

ci cumuiC y en vertu du théorème ^.* (§ 6) , la somme 


r* . 

r siu t — — sm a f -:r s**i 3 (f — etc... 
a 3 


sera , j)Our des valeurs de r comprises entre o et i , fonction continue de chacune 
des variables r et ( ^ il est clair .qu'ou pourra en dire autant du second membre 
de l'équation (i3). Donc ce second membre variera par degrés insensibles avec r et 
/ , entre les limites r = o, r = i, f = — oc, ( = ao. Cette condition ne pourrait 
être remplie si, r et ( venant à varier par degrés insensibles, la quantité entière 
Je k changeait brusquement de valeur. Donc , pour toutes les valeurs de r et I 
comprises entre les limites dont il s’agit , ± k conservera une valeur constante égale à 
celle que fournit l'équation (ta) pour r = o, c’est-à-dire une valeur nulle, et les formules 
(lo) , (la) devront être réduites , la première à la formule (6) , la seconde à la suivante 

. r sin £ r* . H . _ 

( I ij arctans = r sm £ — — - sm a £ 3 1 — etc... 

* ® i-harcos£-Hr* a 3 


Si l’on suppose en particulier £ = — , l’équation (i4) donnera 


(i5) 


arctang r = r — — etc ; 
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et , comme cette dcmicre ne cUangein pas de forme quand on y rempluccia r par 
— r , on en conclura^ en écrivant x au Heu de ±r , que Téquation 

(lOj arclang X = a: — -y •+• -J — etc..., 

subsiste pour toutes les râleurs réelles de x comprises enUe les limites 

,r = — I , X = I . 


Si l’on picnd x = 1 y on aura arctang (i) ~ conséquent 

(<:) * = ^(* ~ J ÿ i4i59i63 

On trouvera cnrorc , ca attribuant à x une valeur imaginaire dont te module soit 
inférieur À l'unité , 


(iH) 


= 1 (' -t- -r).i (r) = — ctc....^ L (r) . 


Observons maintenant que, la variable x étant toujours positive et son module in> 
férieur à l’unité, la formule (8) entiaine non seulement l'équation (9) mais encore celle-vi 


etc.. 


^ I— a I — .3 

( (JL désignant une quantité positive quelconque). On aura donc encore 


I —a I — a— 3 


ou ) ce qui revient au même , 


/ sM m(m— 0 . m(m— 0(m— a) , 

(1 -s- xy = I -*-fix-t- -x‘ — -'ar’-HClc.. 

I — a I — a — 3 


Donc la formule (6) continue de subsister, dans le cas où x, éUmt imaginaire, offre 
un module r < i . Alors eu égalant entre elles , dans les deux membres de la formule. 
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I.* lu pirtiet réelles , a.* les quantités qui sont multipliées par , on obtient les 

deux équations 

mCm — i) 

(i arcost-+-r*)“ cosjus = 1-4- fsreost ^ r* cos 2 /—etc. , 

(ao) 

— ^ ( U I ) 

(i-s- arcos/ sin/xs=:/x r sin / 4- i— î- •' r*su> 3 l etc., 

1 ^ 3 

Si dans ces dernières jointes à la formule (2) ou pose t = ^ 00 trouvera 

s = arctang r , 

— .1. 1 

r = tang s , ( i a r cos t r»)» = ( i r»)» =: séc s = , 

° ’ cos s 

et par suite 

COSMS = (. tang.s ^ -eU.)cos^ s, 

(ai) 

( M ) ( M ^ ) \ M 

M tang s — — —J — ^ ^ tang > s etc Icos s-, 

ou , ce qui revient au même , 

! cosms=; [i — . (m)i tang* s (m)i tang* s — etc ] cos^ s, 

sin MS = [m tang s — (m)s tang’ s -1- etc ] cos ^ si 

puis on en conclura 

( 23 ) ,sU,x,iS-(^)sU^ngU^tU 

" I — (m)i tang*s -l-(M\tang«s— etc. 

Comme d’ailleurs les équations (22) , (a 3 ) ne changent pas de forme quand on y rem- 
place s par — s , il est clair qu’elles subsistent , quelle que soit 1 a quantité M t 
pour toutes les valeurs de s comprises entre les limites 

(a 4 ) s= — arctang (■) = — s = arctang (1) = ^ . 

Lorsque l’exposant m se réduit il un nombre entier m , les équations (22) , (a 3 ) sc 

réduisent aux équations (2) et ( 3 ) du § i 6 , et peus'ent alors être étendues à des valeurs 
quelconques do l'arc s . 


/ . 




-a/ 
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